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RESUMEN.

En el primer capitulo hacemos un repaso de las estrategias empleadas en la modelacion del
crecimiento econémico: iniciamos abordando el método pionero utilizado por Robert Solow
y Trevor Swan para describir la dindmica del crecimiento, seguido del enfoque de Ramsey—
Cass—Koopmans con agentes maximizadores del bienestar, para finalmante introducir de
manera breve la corriente tedrica agrupada bajo la denominacién de modelos de crecimiento
endégeno.

En el segundo capitulo de esta tesis, se analiza el efecto de relajar el supuesto de crec-
imiento malthusiano en el comportamiento de la fuerza laboral; en concreto se abordan tres
modificaciones: la inclusiéon de efectos de migracién laboral y de dindmica poblacional de
tipo logistico, asi como la combinacién de ambos. Se presentan resultados inéditos en torno
a la trayectoria temporal completa del crecimiento y se verifican los estados estacionarios
reportados en la literatura.

En el capitulo tres, en el marco del enfoque de Solow—Swan, hacemos una modificacién
al modelo de Nelson—Phelps de difusiéon tecnoldgica para probar de qué forma el apoyo
gubernamental a la ciencia y tecnologia puede dar lugar al rebase tecnolégico por parte de
un pafs rezagado respecto de un pafs lider.

En el cuarto capitulo, revisamos algunos de los enfoques para estudiar el efecto de la informal-
idad en el marco de la teorfa del crecimiento, a continuacién modificamos un planteamiento
de W. Easterly, para analizar los efectos del sector informal en una funcién de bienestar
social tipica. Especificamente, encontramos que hay un minimo bienestar social asociado a
una economia informal no nula.

En la seccion de conclusiones, terminamos esta tesis con una revisién de los alcances y
limitaciones de los avances aqui descritos.



Capitulo 1.
La Modelacién del Crecimiento Econémico.

La teorfa del crecimiento econémico es una de las ramas mds dindmicas y vigentes de la
profesiéon econémica. Identificar los determinantes del crecimiento de una economia y a
partir de ello, hacer propuestas de politica econémica que estimulen tal crecimiento, es una
de las dreas de mayor interés de la macroeconomia. La matematizacién relativamente reciente
de esta disciplina ha permitido abordar con mayor formalismo el acervo conceptual que ya
se tenfa y generar nuevo conocimiento. En este primer capitulo hacemos una introduccion a
la utilizacién de las herramientas matemaéticas que se emplean para analizar el crecimiento
y el rezago econémico de las naciones, drea de trabajo que se ha enriquecido como uno de
los campos maés activos de la matematica aplicada.

1.1. INTRODUCCION.

. Ha ofdo hablar del “espectacular crecimiento” de la economfa china? ;y del estancamiento
de la economfa mexicana durante los anos ochenta? ;de que Estados Unidos estd en de-
saceleracion y del exitoso desempenio de los llamados tigres asidticos (Corea del Sur, Hong
Kong, Singapur, Malasia, etc.) hasta hace muy poco tiempo? Todo esto se aborda en lo que
se llama estudio del crecimiento econémico, una rama de la ciencia econémica cuyo objetivo
principal reside en ofrecer respuestas a la siguiente pregunta central ;por qué unos pafses son
ricos y otros son pobres? La importancia de esta disciplina es obvia y reside en su posible
impacto en el bienestar de la sociedad. Otras cuestiones que también se abordan son jcuél
es el motor del crecimiento econémico? ;jcémo es que se presentan milagros del crecimiento,
como Japoén después de la Segunda Guerra Mundial luego Corea del Sur o China més re-
cientemente? Estas preguntas son muy atractivas y, como lo indica Robert Lucas, Nobel de
Economia en 1997, al afirmar que “una vez que se comienza a pensar en ellas es dificil pensar
en cualquier otra cosa” (Lucas, 1988, p. 5).

Para empezar, se habla de crecimiento econémico en términos de cudnto estd creciendo la
produccién de un pais respecto a un perfodo anterior. Esto es, si multiplicamos el precio de
cada mercancia por la cantidad que de ésta se produjo, entonces lo que tenemos es el ingreso
asociado a la produccion de tal bien o mercancia. Si repetimos este proceso para el resto de
las mercancias y ademds hacemos la suma de todos los ingresos por cada bien producido,
tendremos como agregado la produccion (o ingreso) nacional, cuyo valor se puede comparar
con el obtenido en otro perfodo.! La variacién positiva o negativa de un perfodo a otro
determinara si hubo un crecimiento neto de la economia en virtud de una mayor produccion,
o bien hubo una contraccién. Asi, cuando se escucha en los noticieros y se lee en los periédicos
que China crece al 10% anual, estamos hablando de un crecimiento espectacular, que puede
traducirse en un gran bienestar para los habitantes de ese pais y de ahf su relevancia. Esto
es asi por un hecho econémico fundamental: el nivel de bienestar de un pais depende de su
capacidad para producir bienes y servicios; si la produccion crece, hay mayor ingreso y en la
medida que la distribucion del ingreso sea apropiada, la poblacién gozard de mayor bienestar
producto del incremento en el ingreso.

1Se aclara sin embargo, que el valor de la produccién via ingresos reales debe ajustarse con respecto a un
ano base.



Bien, resulta que el crecimiento econémico como disciplina “matematizada” tiene alrededor
de 50 anos. En este tiempo puede decirse que se ha transitado por cuatro etapas: una etapa
inicial donde la identificacién y tratamiento cualitativo de las variables fue la norma, hasta
que dio inicio un segundo periodo donde se empieza a introducir el enfoque de sistemas
dindmicos y la teoria del control 6ptimo, seguida por un estancamiento conceptual (iniciado
a fines de los sesenta y finalizado a principios de los ochenta) en el que hubo una matem-
atizacion creciente de los estudios del crecimiento pero no se aportaba mayor entendimiento
conceptual del fenémeno. Finalmente, en el periodo que vivimos actualmente, se dio paso
a la mds reciente y claramente efervescente etapa (a partir de la segunda mitad de los anos
ochenta), en la cual la teoria del crecimiento tuvo una fuerte revitalizacién académica en
base a los llamados modelos de crecimiento endégeno.

En este primer capitulo revisaremos con cierto detalle modelos representativos de estas etapas
en la teorfa del crecimiento econémico.

1.2. LOS HECHOS DEL CRECIMIENTO.

La fuente de evidencia empirica para esta drea de estudio es, obviamente, el mundo y las
naciones que lo integran. Asi, del comportamiento que las economias nacionales muestran,
han podido extraerse una serie de hechos y estadisticas sobre el crecimiento que los modelos
tratan de explicar. Siguiendo a Jones (1998) y Snowdon et al (2005), algunos de estos hechos
son:

1. La variacién en el ingreso per cédpita entre las economias es muy grande. En general, las
naciones mds pobres poseen ingresos per cdpita menores al 5% de los ingresos de los paises
mas ricos.

2. Las tasas de crecimiento econémico varfan mucho entre paises.

3. Las tasas de crecimiento no son necesariamente constantes.

4. Los paises pueden pasar de “pobres” a “ricos” y viceversa.

5. Tanto los trabajadores calificados como los no calificados tienden a emigrar de paises
pobres a naciones ricas.

6. En los pafses desarrollados, la produccién y la cantidad de capital por trabajador, crecen
de forma continua.

7. Las tasas de crecimiento de la poblacién estdn negativamente correlacionadas con el
ingreso.?

8. Las politicas nacionales afectan el crecimiento econémico a largo plazo.

Veamos ahora la propuesta pionera de Solow—Swan para modelar parte de esta evidencia
empirica asociada al crecimiento econémico, propuesta que es el punto de partida histérico
de los trabajos de investigacion actuales. En particular, veremos cémo la utilizacién de
supuestos econémicos y herramental matemaético relativamente sencillos permitieron desar-
rollar la teorfa del crecimiento con un grado no despreciable de parsimonia.

1.3. EL MODELO DE SOLOW-SWAN.

Este modelo surge como una respuesta al enfoque en ese entonces dominante de Harrod—
Domar que sugeria que el sistema econémico capitalista era inherentemente inestable. En
particular, Harrod—Domar trataban de argumentar que fenémenos como la gran depresién de

2Esto es, los pafses con mayores ingresos suelen tener menores tasas de natalidad, y viceversa.
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1929 eran la norma y no la excepcién. Para ello, usaron un enfoque que hacfa énfasis en las
dificultades del crecimiento econémico continuo y que conclufa con un dramético escenario
en el que sé6lo bajo una combinacién muy improbable entre los pardmetros que definen a la
economfa de una nacién, podria darse el deseado crecimiento continuo o sostenido.

Robert Solow y Trevor Swan (de forma independiente), desarrollaron un modelo sencillo en
el que mostraban que las consecuencias més relevantes del enfoque Harrod-Domar se debian
a la eleccién apropiada de uno de los supuestos, en particular el referente a la funcién de
produccién de la economia; de tal modo que crisis productivas como la de 1929 eran casos
especiales méds que la regla general. En particular, Solow y Swan mostraron que en el estudio
del crecimiento, la caracteristica distintiva es la estabilidad dindmica del sistema econémico
més que el desastre previsto por Harrod y Domar.

Veamos a continuacién los detalles del modelo pionero de Solow—Swan, razén principal por
la que a Robert Solow se le otorgé el Nobel de Economia en 1997.

1.3.1. SUPUESTOS. Las consideraciones de partida de Solow—Swan son las siguientes:
I. Se produce un tnico bien en la economia y el total de la produccién (o ingreso) nacional,
Y, se dedica al consumo, C', o a la inversién:

Y=C+1Ip (1)

Cabe senalar en este punto que, en Economia, la variable cominmente utilizada para iden-
tificar la produccién nacional es el PIB o Producto Interno Bruto.
II. El ahorro es igual a la inversién (bruta):

S =1y (2)

ITI. Los agentes econémicos ahorran una fracciéon constante del ingreso:

S=sY (3)

donde s es el coeficiente de ahorro® y verifica: 0 < s < 1. Por ende, consumen la fraccién
restante del ingreso:

C=(1-3s)Y (4)

IV. La cantidad de producto nacional que se genera, se debe a la combinacién de dos factores
o insumos productivos: el capital K y la mano de obra L:

Y = F(K,L) (5)

donde al término F (K, L) se le conoce como funcién de produccién (F : R2 — R.).
V. La inversién neta o variacién neta del capital estd dada por la adquisicién de equipo,* Ip,
menos la depreciacion del mismo:

dK

3También llamado propensién marginal al ahorro.
40 simplemente inversién bruta.
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tal que 0 es la tasa de depreciacién del capital (0 < < 1).
VI. La mano de obra sigue un comportamiento malthusiano:

L
L = Loe™ tal que T=n (7)

con Ly como la poblacién laboral inicial y n es la tasa de crecimiento de la poblacién (n > 0).
VII. La funcién de produccién es neocldsica, esto es, presenta las siguientes caracteristicas:
a) Es homogénea de grado uno:

F(rK,7L)=71F (K,L) VY7 >0 (8)

En términos econémicos se dice que hay rendimientos constantes a escala. Por ejemplo, si
T = 3, i.e. si triplicamos las cantidades de capital y de trabajo, la produccién también se
triplica.

b) Esencialidad de los factores: Sino se utiliza capital o trabajo, no puede haber produccién.

F(K,L)=F(0,L)=F(K,0) =0 (9)

c¢) Es una funcién dos veces continuamente diferenciable.
d) Respecto a las primeras y segundas derivadas en K y en L, se dice que: los productos
marginales son positivos:

>0 >0 (10)

lo cual significa que un incremento en el capital o en el trabajo, generard un aumento en la
produccién; ademds verifican productividad marginal decreciente:

0%F 8*F
K2 <0 oIz <0 (11)
esto quiere decir que los incrementos sucesivos en el capital o en el trabajo, dardn lugar a

aumentos cada vez menores en la produccién.
e) Satisface las llamadas condiciones de Inada:

(12)

las cuales implican que las “primeras unidades” de capital y trabajo son altamente produc-
tivas, pero que cuando el capital y el trabajo son suficientemente abundantes, entonces sus
productos marginales son cercanos a cero. La Figura 1.1, muestra la forma tipica de una
funcién de producciéon que cumple estas condiciones de Inada.
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F(K.L) F(K.L)
F

COﬂLﬁO CmKﬁo

» K
0 0

Figura 1.1. Forma general de las funciones de produccién neoclésicas.

1.3.2. VARIABLES PER CAPITA. Si bien es cierto que trabajar con las variables
agregadas Y, K, L es importante, en la préactica lo més frecuente es emplear variables referi-
das a la poblacién (econémicamente activa), esto es, variables definidas como un promedio
por persona o per cdpita. En este sentido, por el supuesto VIla, podemos trabajar con la
siguiente funcién de produccién per cépita (i.e. produccién por persona o por trabajador):

Sean y = Y/L, k = K/L, la produccién per cépita y el capital también per cépita, respecti-
vamente. Con esto, podemos reescribir (13) como sigue:

y=f(k) (14)
Asi, parte de los supuestos anteriores ahora se reexpresan:
c=(1-3)y @)
f(0)=0 (9)
f'(k) >0 (10°)
f" (k) <0 (11)
limg_o f (k) =00  limp_ f' (k) =0 (127)
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1.3.3. LA DINAMICA DEL MODELO. Con las premisas bien establecidas, veamos
ahora sus consecuencias en la descripcién del crecimiento econémico.

PROPOSICION 1.1. (Ecuacién Fundamental) Si la economia cumple con los supuestos
I-VII, entonces la dindmica de acumulacién del capital por trabajador estd gobernada por:

k=sf(k)—(n+6)k (15)
Demostracion. Sustituyendo (2) y (3) en (6), podemos escribir (6) en los siguientes términos:

K=1Igp— 0K =sY — 0K (16)
Como k = K/L, por propiedades logaritmicas es cierto que:
I K L
FTR L )
Sustituyendo (16) en (17):

ko sY—0K L

- 1
k K L (18)
Haciendo uso del supuesto VI y simplificando:
k Y Y
%—s?—é—n—sg—ci—n (19)
Por tanto:
k=sy—(0+n)k=sf(k)—(n+0)k (15)

expresion que se conoce como la ecuacién fundamental de Solow. [

DEFINICION 1.1. Dada la ecuacién diferencial auténoma: k = h(k), un valor k* que
satisface h (k*) = 0 se llama punto de equilibrio o estado estacionario.

PROPOSICION 1.2. (Existencia y Unicidad) Si la economia cumple con los supuestos I-
VII, entonces existe un tnico estado estacionario de la tasa capital-trabajo k* € (0,00) y
satisface

f(E) n+0
ks
ademds, la produccién per cépita estd dada por y* = f(k*), y el consumo per cdpita se
expresa: ¢* = (1 —s) f (k).
Demostracion. De la ecuacién fundamental (15), se tiene que, por la Definicién 1.1, algin
estado estacionario k* debe satisfacer

(20)

f(k) n+9d
kB s

pues k = sf (k) — (n+0) k y cuando k = 0, tenemos

n+0  f(k)
sk

0=sf (k) — (n+0)k* =
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Para demostrar la existencia de tal k£*, note que a partir de la regla de L’Hopital y de las
condiciones de Inada (ecuacién (127)), limy_o - I8 — 50y limg e % = 0. Ademsds, por el
Supuesto Vllc, f (k) /k es continua, asi que por el teorema del valor intermedio existe k* tal

f(k )

que satisface = "T’L‘S. Para demostrar unicidad, si diferenciamos f (k) /k con respecto a

k, se obtiene

OLf (k) /K] _ kS (k) = f (k) f (k) = k" (k)

o B K <0
ya que
oF
k
£~ kf () =S
y £ > 0 por el supuesto VIId. Debido a que f (k) /k es (estrictamente) decreciente en todas
partes, entonces sélo puede existir un tnico valor de £* que satisface % = ”—j‘s. Finalmente,

la produccién per capita dada por y* = f (k*), y el consumo per cépita ¢* = (1 — s) f (k*),
se obtienen por (14) y (4’) respectivamente. [J

DEFINICION 1.2. Sea k* un punto de equilibrio de la ecuacién k = h (k). Decimos que k*
es asintdticamente estable si Je > 0 tal que si ko es una condicién inicial y |ky — k*| < ¢,
entonces: a) k (t) estd definida V¢ > 0, y b) lim; . k (t) = k*; es decir, la solucién tiende
al punto de equilibrio cuando ¢t — oo siempre que el valor inicial esté suficientemente cerca
de k*. Andlogamente, decimos que k* es asintdticamente inestable si 3¢ > 0 tal que si
ko es una condicién inicial y |ko — k*| < e, entonces: a) k (t) estd definida V¢ < 0, y b)
limy .o k(t) = k*.

TEOREMA 1.1. (de la Estabilidad Local por Linealizacién). Sea k* un punto de equilibrio de
la ecuacién diferencial k = h (k) donde h es continuamente diferenciable y ademas ' (k*) # 0.
Entonces: a) si /' (k*) < 0 = k* es asintéticamente estable; b) si A/ (k*) > 0 = k* es
asintéticamente inestable.

Demostracion. Véase De la Fuente (2000, Capitulo 9, Teorema 3.5). [

Como puede observarse, (14) y (15) son las ecuaciones clave de este modelo, con las que
podemos abordar las preguntas importantes del crecimiento econémico. Empecemos.

La interpretacién econémica del formalismo anterior, es la siguiente: En particular, (15) nos
dice que las variaciones en el capital se deben a la diferencia entre dos términos. El primero
de ellos, sf (k), refleja la cantidad de ahorro disponible para invertir, tal que si se incrementa
el ahorro per cédpita, entonces habrd mayor acumulacién de capital por trabajador (a esto se
le llama “profundizacién del capital” o “inversién efectiva”). El segundo término, (§ + n) k,
es la inversién bruta per cdpita que se necesita para que la relacién k = K/L se mantenga
constante, a tasas § y n dadas (a este término también se le conoce como “inversién de
reposicion”).

Analicemos la dindmica asociada a (15), apoydndonos en la Figura 1.2: Como f(0) = 0,
entonces sf (k) = (n+6)k en k = 0, coordenada que no es de interés econémico. Por otro
lado, las condiciones de Inada tienen dos implicaciones: una es que en las cercanfas de k = 0,
f' (k) es muy grande y por tanto sf (k) > (n+0)k = k > 0; la segunda implicacién es
que f’ (k) tiende a cero conforme k va aumentando, de manera que a partir de cierto punto
f'(k) <d+n= sf(k) < (n+d)k porlo cual ambas curvas terminan intersectdndose.
Finalmente, como f” (k) < 0, s6lo habrd un punto en donde van a cruzarse las curvas de
profundizacién del capital, sf (k), y de inversién de reposicion, (n+ d) k. Sea k* el punto
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donde se da el cruce, i.e. donde sf (k) = (n+0)k tal que k = 0. Asi, decimos que k* es
el capital en estado estacionario, como puede verse en la Figura 1.2.

S (k)
Yo 5
consumo{
sl /= i sf (k)
inversion
» k

0 K

Figura 1.2. El estado estacionario en el modelo de Solow—Swan.

Con esto, podemos resumir la informacién anterior en un diagrama de fases (Figura 1.3). Si kg
(el capital per capita inicial) verifica ky < k*, entonces la inversién realizada o profundizacién
del capital sf (k) es mayor que la inversién de reposicién, asi que k> 0. En caso contrario,
si ko > k*, entonces k < 0. Por supuesto si ko = k*, se tendrd que k& = 0 y no habra aumento
ni reduccién de k. Como puede verse, sea cual sea la posicién inicial del capital (excluyendo
al origen), la economia aqui considerada convergerd a k*.

™.

Figura 1.3. Dindmica de la acumulacién del capital.

Veamos si el modelo es parsimonioso: de entrada, tiene pocos pardmetros pero la cuestién es
ver si contiene algunas o varias de las caracteristicas del mundo real. Hacemos énfasis en que
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el objetivo es tener un entendimiento de cémo las diferencias entre paises en ciertos paramet-
ros se traduce en diferencias en las tasas de crecimiento o en los niveles de produccién. En
particular, hacer estdtica comparada es el nombre que recibe en Economia, cuando se desea
analizar la respuesta en el crecimiento econémico debido a variaciones en los pardmetros.
Realizaremos esto en la siguiente proposicion.
PROPOSICION 1.3 (Estética Comparada). Si la economia cumple con los supuestos I-
VII, tal que k* = k* (s,0,n) sea el estado estacionario de la tasa capital-trabajo y ademés
y* = y* (s,0,n) sea el estado estacionario de la produccién por trabajador (con s,d,n como
pardmetros que caracterizan a la economia), entonces

ok* ok* ok*

s > 0, 5% <0, o < 0.
%y >0,ay <0,ay
Js 00 on

< 0.

Demostracion. Ya vimos que

fE) n+0  f(K) n+0
k* s < s

0

se cumple para un conjunto abierto de valores de k*. Sea G (s,0,n, k*) = %’f) — ”TJ”S. Ahora,

podemos aplicar el teorema de la funcién implicita para obtener los resultados. Por ejemplo

ok*  0GJos (k) (n+9)

s 0G/ok*  s2[f (k*) — kf" (k*)]
donde f (k) — kf' (k) = OF/OL > 0. Los otros resultados se obtienen de manera similar. [J
Por tanto, los pafses con mayores tasas de ahorro tendran tasas capital-trabajo superiores y
serdn maés ricos. Por otro lado, aquellas economfas con mayores tasas de natalidad, tendran
tasas capital-trabajo menores y serdn mas pobres. La depreciaciéon de la maquinaria y
equipo también tiene un efecto negativo. Podemos apreciar mejor estos resultados a partir
del siguiente andlisis grafico.
Consideremos que la economia se encuentra en su estado estacionario, £*. Supongamos que
en cierto momento las personas deciden aumentar su tasa de ahorro, pasando de s; a ss
(0 < s1 < s3 < 1). Lo primero que ocurre con este incremento es que la curva de inversién
realizada sf (k) se desplazara hacia arriba. Con este desplazamiento, la variacién de capital
ya 1o es nula, ahora k > 0. De modo que el capital se incrementars hasta alcanzar un nuevo
equilibrio, esto es, la profundizacién del capital continuard hasta que sof (k) = (n+9)k,
justo en k™. Como k** > k* = f (k™) > f (k*), es decir, habrd un nivel de produccién per
cdpita mayor al original: la economia es mds rica que antes.

>0
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(n+6)k

(k)

0

Figura 1.4. Un incremento en la tasa de ahorro.

Abordemos ahora una situacién diferente. De nueva cuenta, consideremos una economia
en su estado estacionario, £*. Supongamos que la tasa de natalidad de la fuerza laboral,
ny, experimenta un aumento a ny (0 < n; < my < 1), debido a —por ejemplo— la llegada
de inmigrantes que se reproducen con mayor rapidez que la poblacién nativa. Tras este
aumento tenemos que k< 0, asf que el capital per cdpita disminuird continuamente mientras
la inversién de reposicién (ny + 6) k, sea mayor que la inversion realizada sf (k). El descenso
de k se detendra en el nuevo punto de equilibrio, £**. Sin embargo, obsérvese que k** < k*
= f (k™) < f(k*), de manera que el cambio en la tasa de natalidad laboral ha provocado
un empobrecimiento de la economia.

(r,+6)k

Figura 1.5. Un incremento en la tasa de natalidad.

Hacemos notar que, hasta este momento, hemos hecho abundante referencia a un estado
estacionario o equilibrio en el modelo, sin embargo es oportuno mencionar que en realidad,
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en Economfa, la nocién de equilibrio, estd asociada tanto al seguimiento de toda una trayec-
toria temporal por parte de las variables ademéds de valores estdticos como k*. Enfatizando:
el equilibrio econémico no sélo se refiere a un punto o valor estético, el equilibrio econémico
también hace alusién a la trayectoria completa del comportamiento de la economia. Formal-
izamos lo anterior en la siguiente definicién.

DEFINICION 1.3. Para una poblacién inicial L (0) y un capital inicial K (0), decimos que
una trayectoria de equilibrio (o senda de crecimiento sostenido) es una sucesién de mano de
obra, capital, produccién y consumo {L (t),K (t),Y (t),C (t)};-, tales que L (t) satisface
(7), K (t) satisface (6), Y (t) estd dado por (5) y cumple con el supuesto VII, y C (t) se rige
por (4).

1.3.4. UNA FUNCION DE PRODUCCION ESPECIFICA. Una funcién de pro-
duccién muy comiin es la Cobb-Douglas: F (K, L) = K“L'™® con 0 < a < 1. Para “ver” la
dindmica del crecimiento econémico asociada a esta funcién de produccién, conviene hacer
notar su forma intensiva: y = k%, obtenida como en (13) y (14). Asi, la ecuacién fundamental

(15) queda:

k=sk*—(0+n)k (21)

cuya dindmica de transicion viene dada por la solucién analitica de (21), esto es:

1
l—«
k:(t):[ i +<k:3a ° )e<1a)<"+5>t] (22)

n+6 T

y el estado estacionario correspondiente es:

1

b= <ni5)ﬁ 23)

Ademss, como y = k°, la produccién per cdpita viene dada por:

[e3

_ S l-a S —(1—a)(n+6)t e
y(®) [n+5+<% n+5)e ] (24)

y en estado estacionario:

o

v = (nié)m (25)

Ahora bien, estos no son los unicos resultados que nos interesan de la utilizacién de la Cobb—
Douglas, un par de temas también de interés son los siguientes: la velocidad de convergencia y
el andlisis de las tasas de crecimiento, para los cuales resulta muy conveniente la introduccion
de esta funcién de produccién, como veremos a continuacion.

1.3.5. VELOCIDAD DE CONVERGENCIA. En la prictica econémica, no sélo son
de interés los efectos de un cambio en los pardmetros como la tasa de ahorro o la de natalidad,
sino también la rapidez con que estos cambios se realizan; claro estd que también nos interesa
la rapidez con que una economia se mueve hacia su estado estacionario. A esta “rapidez de
acercamiento”, se le conoce como velocidad de convergencia; y por supuesto, dependera de
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los pardmetros estructurales de la economia como son la tasa de ahorro, de natalidad, la
depreciacion y de la funcién de produccion.

Para abordar esta “velocidad de acercamiento” y por simplicidad, nos enfocaremos en el
andlisis de k (se tienen los mismos resultados si nos referimos a y, el producto per cépita).
DEFINICION 1.J. La velocidad de convergencia, \, es el cambio en la tasa de crecimiento
cuando el capital aumenta en uno por ciento, y mateméticamente se expresa:

"ok dk

PROPOSICION 1.4. (Convergencia). En una economia definida por los supuestos I-VII y
con una funcién de produccién Cobb—Douglas, la velocidad de convergencia estd dada por:

A=— (26)

A=(1—-a)(n+9) anual (27)

Demostracion. El objetivo es calcular con qué rapidez k se acerca a k*, para lo cual re-
tomaremos la ecuacién fundamental del modelo:

k=sf(k)—(n+0)k (15)

Como puede verse, por (15) se puede escribir: =k (k), y cuando k = k*, k=0 (excluyendo
el origen). Por tanto, la aproximacién de Taylor de orden uno de k (k) en una vecindad de

k = k*, se puede escribir
, ok .
=) Juew "
k=k*

Si renombramos al término de la derivada como —\, entonces se tiene que

() ~ =Mk (t) — k] (29)

Observemos que A > 0, pues k> 0 cuando k < k* y k < 0 cuando k > k*. Asi, la expresion
(29) indica que en la vecindad del estado estacionario, k se aproxima a k* a una velocidad
proporcional a la distancia que le separa de k*. Con esto, la tasa de crecimiento de [k (t) — k*]
se puede asumir como constante e igual a —\. A su vez, esto implica que

E(t) — k* ~ e M[ky — k¥ (30)

con k (0) = ko como el valor inicial del capital por trabajador. Sin embargo, debe enfatizarse
que (30) se obtuvo tomando en cuenta que el sistema econémico es estable (en el largo plazo,
cuando t — o0, k converge a k*), y por otro lado, haciendo uso de la linealizacién de k (i.e.
de la ecuacién (15)) en una vecindad de k = k*.

Realicemos ahora el cdlculo de A:

Ok )
A= - (%L_k* =—[sf" (k) — (n+ 0)]}_- (31)

Sin pérdida de generalidad, si asumimos que la funcién de produccién es Cobb-Douglas:
f(k)=k*= f'(k) = ak~(=®) y en el punto de equilibrio:
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(k) = a0 @

S

pues k* = (s/ (n + (5))ﬁ por (23). Sustituyendo (32) en (31), podemos concluir que

A=(1—a)(n+0) (27)

Por tanto, k£ recorre la senda de crecimiento sostenido como ya hemos visto, y al final
converge al estado estacionario a una velocidad dada por (1 — «) (n + J), que era lo que se
queria demostrar. [

PROPOSICION 1.5. Para una economia definida como en la Proposicién 1.4, el tiempo
requerido para alcanzar la mitad de su valor en estado estacionario serd aproximadamente
igual a:

In2

t —
A

~

(33)

M

donde A es la velocidad de convergencia.
Demostracion. Si se parte de un ky dado, y se alcanza la mitad de k*, el capital de la
economia estd dado por

ko + E*
k() = =22 (34
Sustituyendo (34) en (30), tenemos:
1
5 ~ e M (35)

Asi, tomando logaritmos y despejando t, obtenemos la expresién (33). O

Veamos un ejemplo de lo anterior. Consideremos una economia donde n + 6 = 4 %, y si
tomamos en cuenta que en la mayor parte de los paises @ = 1/3 (segin Romer, 2002),
entonces k recorre cada ano un 2.67 % de la distancia que le separa de k*, pues A\ =
(2/3) (0.04) = 0.0267; ademds, tardard unos 26 anos en alcanzar la mitad de su valor en
estado estacionario, ya que

In2

1~

2 0.0267
con lo cual, podemos decir que la convergencia hacia el punto de equilibrio es relativamente
lenta. Supongamos ahora que, finalmente, la economia en cuestién ha alcanzado su estado
estacionario. Entonces se presenta un cambio en la tasa de ahorro incrementandose en un
10 % (por ejemplo, de un 15 % a un 16.5 %). Como ya vimos en la seccién de Estatica
Comparada, esta variacién en el ahorro provocard que la economia cambie su trayectoria a
un nuevo estado estacionario y*™* > y*. La pregunta es, ;a qué velocidad se da este cambio?
Para ello, haremos uso de la siguiente expresion:

t = 26 anos.

iay*_ o
y* 0s 1l—a

Ey*/s =

cuya obtencién puede seguirse en Romer (p. 19) y que indica el porcentaje en que y* varia
cuando s se incrementa un 1 %. De esta manera, si « = 1/3, tenemos que &/, = 0.5 %.
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Esto es, ante el incremento de s en un 10 % como en el ejemplo que contemplamos aqui, y*
subird sélo un 5 % de su valor original. ;Qué nos puede decir A respecto a la rapidez con
la que se produce este cambio en y*7 Bien, como A = 0.0267, entonces después del primer
ano y* valdrd un (0.0267) (5 %) = 0.1335 % mds que su valor original, después de 26 afios
valdra un (0.5) (5 %) = 2.5 % maés que el estado estacionario inicial, y finalmente tenderfa
de forma asintética a situarse un 5 % por encima de su valor original.

Tabla 1. Aproximacion a un nuevo estado estacionario tras un
incremento en la tasa de ahorro.
Afios transcurridos Ay = yJ—;y' x100% »(z)
i=1 0.1335% 1.001335 y
1=26 2.5% 1025y
I® 5.0% 105y =y"

Podemos ver entonces que el efecto de una variacién sustancial en la tasa de ahorro es
relativamente modesto, pero ademads de eso tarda bastante tiempo en producirse.

En realidad, la convergencia no se refiere solamente a la rapidez de acercamiento de la
economia a su estado estacionario, la idea de convergencia se relaciona también con la posi-
bilidad de que los paises con iguales tasas de ahorro y de natalidad (y con acceso a la misma
tecnologia como veremos mds adelante), pero con diferentes niveles iniciales de produccién
o capital (yo, ko), acabarén teniendo idénticos niveles de ingreso, es decir, convergerén. Las
implicaciones de este argumento son relevantes, pues los pafses que hoy sean pobres, si tienen
pardametros estructurales idénticos a los de las naciones ricas, terminardn alcanzandolas. Esto
se conoce como convergencia absoluta.

1.4. EJEMPLO: México y Chile.

Es bien sabido que dos de las economias mas importantes en latinoamérica son la mexicana
y la chilena. Sabemos también que aunque México redujo su tasa de natalidad en los 1l-
timos anos, de hecho ha aumentado su poblacién con rapidez en los ltimos 60 afnos (més
o menos al término de la Revolucién, para ser més precisos). También es un hecho bien
conocido que por idiosincrasia o cultura popular, la sociedad mexicana tiene bajos niveles
de ahorro. Trataremos de modelar estos indicadores y analizar sus implicaciones en el crec-
imiento (utilizaremos datos reales tomados de Jones, apéndice B, 1998, excepto el referente
a la depreciacién ¢). Consideremos dos economias A y B (A=México y B=Chile), con una
misma funcién de produccién: Y = K%4L%6 para indicar que la planta industrial de ambas
naciones no difiere significativamente. Durante el perfodo que va de 1960 a 1990, las tasas
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de ahorro de dichas economias son sy = 16 % y sp = 21 %; las tasas de natalidad son
na =2 % yng = 1.7 %. El capital se deprecia a una misma tasa en ambas naciones:
04 = 0p =4 % = 6. Asumiremos que las condiciones iniciales Lg, ko, 7o son las mismas
para los dos paises. Sigamos este plan de trabajo: a) obtener el ingreso per cépita en es-
tado estacionario para ambas economias, b) determinar las sendas de crecimiento sostenido
de México y Chile, ¢) jqué sugerencias de politica econémica pueden hacerse para que la
economia de menor crecimiento iguale a la otra?, d)jhay convergencia o divergencia en los
paifses bajo estudio?

Veamos el primer inciso de nuestro plan de trabajo. Para la economia mexicana la ecuacion
fundamental es:

]%A = SAYA — ((54—71,4) kA = SA]{JIOL{ — ((54—71,4) kA

fa = 0.16k%* — (0.04 4 0.02) k4 = 0.16k%* — 0.06k 4

En estado estacionario: k& = 0. Por tanto

0.16k%* = 0.06k4 = k% = 5.12 unidades de capital por trabajador

y como y4 = k%%, entonces % = 1.92 unidades de producto por trabajador. Andlogamente
para la economia chilena:

kg = 0.21k%* — 0.057kz
7 = 8.78 unidades de capital por trabajador

yp = 2.38 unidades de producto por trabajador

Como puede verse, la economia chilena tiene un estado estacionario de mayor riqueza, en
comparacion con el punto de equilibrio correspondiente a México.

Respecto al segundo inciso, sabemos que la senda de crecimiento sostenido estd determinada
por la solucién analitica de la ecuacién fundamental, de forma que si sustituimos y = f (k) =
k%% en (15), y hacemos uso de los pardmetros asociados a cada economia, podremos obtener
las trayectorias que buscamos. De hecho, como la funcién de produccién es de tipo Cobb—
Douglas, la solucién analitica estd dada por (22). Asi, la senda de crecimiento sostenido de

México es:
8 8 3
0.6 —0.036
l{?4(t)_— [§+(/€OA—§>6 t:|

Para Chile, la trayectoria de equilibrio es la siguiente:
5
kg (t) = [3.68 + (koo — 3.68) e 0323
En la Figura 1.6, se tiene la representacién gréfica de ambas sendas de crecimiento asumiendo
que ko, = ko, = 1 (en realidad, también puede graficarse la trayectoria de equilibrio a
partir de y (t), pero como y (t) se deriva directamente de k (t), es suficiente con trazar el
comportamiento del capital por trabajador).
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Figura 1.6. Trayectorias de equilibrio para las economias hipotéticas con datos de Chile (B)
y México (A).

De la Figura 1.6, puede verse que ambas economias parten de un idéntico nivel de capital,
ko, pero como la economia B (que aqui hemos identificado como Chile) ahorra mas y tiene
una poblacién que crece a una tasa menor respecto a la economia A (México), entonces el
grado de capitalizacién de B crece en mayor proporciéon y converge a un nivel de ingreso
también mayor. A largo plazo (i.e. cuando t — o0), k% < kj, como ya calculamos en la
seccién anterior.

Para atender el tercer inciso lo que debemos hacer es considerar cuédles son las medidas de
politica econémica que propiciardn que A mejore su desempeno respecto a B. Para que esto
ocurra, las medidas a tomar habrdan de afectar los pardmetros n, § y s. El pardmetro més
importante es la propensién a ahorrar, s4, que puede modificarse a la alza si el gobierno
incentiva adecuadamente a los individuos (promoviendo tasas de interés més altas para los
ahorradores). Por otro lado, la depreciacién de capital, d 4, es muy dificil de alterar y obedece
mds bien a las caracteristicas fisicas de la maquinaria. En todo caso, la maquinaria y equipo
pueden conservarse mejor si hay una politica de mantenimiento industrial que retrase la
depreciacién y permita ampliar el uso del equipo, pero es complejo coordinar un esquema
tal. En cambio, la tasa de natalidad si es mds manejable aunque no en el corto plazo. Una
politica de reduccién demografica del tipo “pocos hijos para vivir mejor” (que se empled
ampliamente a partir de los 70’s en México) puede ser efectiva para disminuir n4, pero su
efecto no se aprecia de forma inmediata, mas bien, por decir algo, tras unas dos décadas
(nétese que lo contrario ocurre con variaciones en la tasa de ahorro, cuyo efecto es mds
inmediato).

Finalmente, en el inciso d) tenemos que para la convergencia se presente entre estos dos
paifses, sus pardmetros estructurales deben ser similares de manera que las economifas sélo
difieran en sus respectivos capitales iniciales. Esto no ocurre asi, y como podemos apreciar
en la Figura 1.6, estos paifses convergen a estados estacionarios distintos, esto es, divergen.
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1.5. TASA DE CRECIMIENTO Y TECNOLOGIA.

El Largo Plazo. La dindmica analizada hasta este momento aborda la interaccién entre las
variables econémicas y su evolucién temporal haciendo hincapié en el estado estacionario y
cémo los pardametros lo afectan. No obstante, al hacer recomendaciones de politica econémica
a los gobiernos o al tomar decisiones de politica piblica, no se trabaja en base a los datos
absolutos, i.e. a los valores en estado estacionario del PIB real, sino a la tasa de crecimiento
que esta variable experimenta. Asi, en los noticieros y periédicos escuchamos y leemos
comentarios en torno a tasas de crecimiento anual del 10 % en China o del 2 % en México,
pero en ningun caso se haré referencia a los estados estacionarios de las economias nacionales.
Esto es asi, porque no es tan importante conocer cudl es el valor del PIB per cédpita en estado
estacionario del pais, pero si es importante (y mucho) saber si estamos creciendo a tasas
suficientes para alcanzarlo (y hacer que se mantengan esas tasas, si son buenas, o se mejoren
en caso contrario). En este sentido, {qué nos dice el modelo de Solow—Swan respecto a las
tasas de crecimiento? Aqui es donde empiezan las dificultades del modelo. Durante la época
en que se propuso este enfoque, ya era bien sabido que las naciones industrializadas, asf como
varias de las semi-industrializadas y las que estaban en vias de serlo, experimentaban tasas
de crecimiento positivas, de manera que este hecho deberia ser reproducido por el modelo.
Sin embargo, no era asi. En la version original, el modelo pronosticaba que en el largo plazo,
cuando t — oo, el PIB per cdpita —y las demds variables per cdpita—, dejarfan de crecer para
llegar a un estancamiento total. Esto era un grave fallo, pero la conclusién era inevitable a
partir de los supuestos.

PROPOSICION 1.6 (Tasas de Crecimiento en Estado Estacionario). Para una economifa
definida como en la Proposicién 1.4, en el estado estacionario las variables agregadas Y, K
y C, crecen a la misma tasa de la fuerza laboral, n; mientras que las variables per cdpita vy,
k y c, tienen una tasa de crecimiento nula.

Demostracion. Sabemos que k = K/L, de forma que por propiedades logaritmicas es cierto
que:

i
=KL (17)

Como en estado estacionario, k = 0, entonces:

ki
K1 (36)

Por el supuesto VI, se tiene que la mano de obra sigue un comportamiento malthusiano,
ie. L/L = n, por tanto K/K = n, también. Andlogamente, como y = Y/L = 5j/y =
Y /Y — L/L. Ademés, debido a que § = 0 en el punto de equilibrio, entonces Y /Y = L/L =
n. El procedimiento es el mismo para el consumo agregado, haciendo uso de la relacion
¢ = C/L. Respecto a las variables per cédpita, como en el estado estacionario se cumple que
k= y = ¢ = 0, entonces las tasas de crecimiento asociadas serdn nulas. [J

Como puede verse, la conclusién natural de crecimiento nulo no podia evitarse; la gravedad
del asunto estaba en que con esa prediccién en el crecimiento, no se podian hacer sugerencias
de politicas publicas efectivas, pues se hiciera lo que se hiciera, al final la tasa de crecimiento
serfa cero. La cuestion ahora era si podia hacerse algo al respecto. La respuesta llegé del
mismo Solow y fue la siguiente: debe incluirse a la tecnologfa también como “generadora’
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del crecimiento. Lo que Solow propuso fue modificar la funcién de produccién a través del
supuesto de que el avance tecnoldgico se genera a una tasa constante (A/A = g) y tiene
un efecto aumentador de la eficiencia de la mano de obra mdas que del capital, lo que en
términos econémicos se escribe: F (K, AL). Antes de continuar, serd pertinente aclarar lo
que significa “avance tecnolégico aumentador de la eficiencia laboral”: como A mejora con
el paso del tiempo, una unidad de trabajo L serd mds eficiente o productiva pues el efecto
de L estd aumentado por la mejora de A. Asi, en términos del modelo manejado hasta aqui,
la consideracién del avance tecnolégico introduce las siguientes modificaciones:

Supuesto IV. La produccién se genera por la combinacién de tres factores o insumos pro-
ductivos: el capital K, la mano de obra L y el progreso técnico A:

Y = F (K, AL) (37)

donde por F (K, AL) se denota a la funcién de produccién (F : R? — R.).
Supuesto VII. La funcién de produccién sigue siendo neocldsica. Por ejemplo,
a) Es homogénea de grado uno:

F(rK,7TAL)=7F (K,AL) V>0 (38)

La verificacion de los restantes incisos b)—e) se da sustituyendo AL como argumento en lugar
de L, v.gr.: OF/0(AL) >0 en vez de 0F/JL > 0.

Supuesto VIII. El avance tecnoldgico o progreso técnico A, se reproduce de forma propor-
cional a la tecnologfa presente:

A
A = Age?" tal que T1=9 (39)
con Ag como la tecnologia inicial y siendo ¢ la tasa de crecimiento correspondiente (g > 0).
En adicién a las variables per cdpita definidas por (14), (4’) y las ecuaciones (9’) a (127),
ahora también emplearemos variables definidas en términos de unidades eficientes de trabajo,
como sigue:

Y F(KAL) (K
AL~ AL _F<AL’1> (40)

Sean § = Y/AL, k=K /AL, la produccién y el capital referido a estas nuevas unidades
eficientes, respectivamente. De esta manera, podemos reescribir (40) como sigue:

j=1 (k) (41)

Por tanto, también podemos decir que:

c=(1-39)7y (47)
f(0)=0 (97)
7 (k) >0 (10”)
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i (k:) <0 (117)

o r (7. s r (1. 9

lim;_, f (k‘) =o0 limp _f (k‘) =0 (127)
Es pertinente mencionar que atin con la modificacién introducida, se matienen las conclu-
siones generales que hemos desarrollado en paginas anteriores. No lo abordaremos aqui,
pero puede demostrarse la existencia, unicidad y estabilidad de un estado estacionario, con

una filosoffa andloga a la que ya hemos empleado.” Por ejemplo, la ecuacién fundamental
modificada resulta:

l?:zsf(l;:)—(n+5+g)l;: (42)

Y si la funcién de produccién es Cobb—Douglas, Y = K¢ (AL)l_a <« j = k°, el punto de
equilibrio del PIB en unidades laborales eficientes viene dado por:

o

S ~ S 1=a
) = |———— ploo 2 —(1—a)(n+d+g)t 43
g0 [n+5+g+(0 n+5+g>6 (43)

y en estado estacionario:

o

S 11—«
= ———— 44
4 (n—i-(H—g) (44)

Para mayores detalles, sugerimos las presentaciones de Romer (2000, p. 4-22) y Barro et al
(2004, p. 3-29).

PROPOSICION 1.7. (Tecnologfa y Tasas de Crecimiento en Estado Estacionario). Sea una
economia definida como en la Proposicién 1.4 pero con las modificaciones pertinentes por la
incorporacién del progreso técnico (ecuaciones (37)—(41), (4') y dela (97) ala (12’), inclusive).
En el estado estacionario, las variables agregadas Y, K y C, crecen a una tasa n + g; las
variables per cédpita y, k y ¢, crecen a la misma tasa del progreso técnico, g; finalmente, las
variables en unidades eficientes de trabajo 7, k y ¢, tienen una tasa de crecimiento nula.
Demostracion. La prueba es andloga a la de la Proposicién 1.6. Veamos, por definicién
k = K/AL, asi que de nueva cuenta, por propiedades logaritmicas se cumple lo siguiente:

POk (L A
S N 4
kK (L + A) (45)
En estado estacionario, k= 0, entonces:
K L A
A (46)

Por los supuestos VI y VIII, se tiene que la mano de obra aumenta exponencialmente y la
tecnologia progresa a una tasa constante g, i.e. L/L =n y A/A = g, por tanto K/K =

®Véase Acemoglu (2009).
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n + g. El procedimiento es similar para C' e Y, notando que gj/y =YY — (L/L + A/A),

é/ c=C /C — (L /L + A/A) Por otro lado, en cuanto a las variables per cépita, por ejemplo

para el PIB por persona:

g_Y _L

=(n+g)—n=g (47)

y Y L
Como puede verse, las otras variables k, ¢ también crecen a la tasa g. Para finalizar, debido

a que en el estado estacionario k= y = ¢ = 0, entonces las tasas de crecimiento de las
variables en unidades eficientes de trabajo serdn todas nulas. [

Para mayor claridad, hemos resumido las Proposiciones 1.6 y 1.7 en la siguiente tabla ilus-
trativa modificada a partir de una versién previa de Barbera et al (2003, p. 87).
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Tabla 2. COMPARACION DE LAS TASAS DE
CRECIMIENTO DE LAS VARIABLES ENESTADOESTACIONARIO.
“r . Modelo sin Modelo con
Notarion Variable cemico tecnico
¥ Prodoccion apregada n nt+g
K Capital agregado n ntg
C Consumo agregado n ntg
L Fuerza laboral del pais n n
¥ . . -

¥y =E: Produccion per cipita 0 4
X . . -

k =E: Captal per capita 0 £
C . -

c :E: Consuomo per capita L] 4

~ ¥  Prodoccion en unidades . -

¥ —E_ di - (k I .n mmlﬂiﬂl‘h ﬂ

- K Capital en unidades . .

k =L efici de trabaio No esta definido 0

- C Consumo en unidades . .

C —E- ehici de haio MNo esta definido L[]

Progreso técnico o . .
A Iogico No esta definido 4

El Corto Plazo. Ahora bien, en los parrafos anteriores dirigimos la atencién al largo plazo,
pero jqué ocurre con las tasas de crecimiento en el corto plazo, i.e. durante la transicién al
estado estacionario? Como ya vimos, en la primer versiéon de este modelo, las economias no
crecen indefinidamente, pero de hecho sf es posible que haya crecimiento por un tiempo, esto
es, durante la transicién. Por ejemplo, una economia que comienza con una existencia de
capital por trabajador inferior a su valor en estado estacionario, experimentard crecimiento en
k y en y, alo largo de la ruta transicién al estado estable. Sin embargo, lo que ocurre despues
es que al transcurrir el tiempo el crecimiento disminuye rdpidamente segiin la economia se
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acerca a su estado estable, y llega el momento en que el crecimiento se detiene por completo,

como ya hemos visto. Para ver que el crecimiento disminuye a lo largo de la ruta de transicion,

observemos que a partir de (15) podemos definir la tasa de crecimiento del capital como sigue
k —(1-a)

7 = k= sk — (n+9) (48)

para una funcién de produccién a la Cobb-Douglas. Observe que el término sk~ es
decreciente y verifica

1imk—>0 Ski(lia) =00 hmk—>oo Ski(lia) =0

como resultado de las propiedades que debe cumplir toda funcién de produccion neoclésica.
La transicién al estado estacionario estd representada gréficamente en la Figura 1.7. Como
podemos ver, la diferencia entre las dos curvas nos da la tasa de crecimiento del capital, ;.
Por tanto, v, > 0 si k < k*, y 7, < 0 cuando k£ > k*. Ademds, en la medida en que
ko < k*, mayor serd la tasa inicial de crecimiento v, experimentada; andlogamente, tanto
mas sea que ko > k*, menor serd la tasa inicial de crecimiento ,. Al final, conforme la
economia se aproxime a k*, entonces 7, — 0, como ya demostramos en la Proposicién 1.6.
Asi, en tanto la economia se acerca a su estado estacionario, variaciones en el ahorro o en
la natalidad si tendrdn efecto en la tasa de crecimiento, pero este efecto serd tinicamente
temporal; por ejemplo, aunque los pafses que inviertan mds tenderéan a crecer més deprisa,
la influencia de esa mayor inversién en capital serd transitoria. Lo que ocurre en todo caso
es que los pafses con mayor inversiéon tendran un estado estacionario con ingreso per cédpita
superior, pero no desarrollardn tasas de crecimiento més altas (en el largo plazo). Como
podra notarse, este argumento sencillo es contrario a la idea de que los incrementos en la
inversion generaran tasas de crecimiento sostenidas.

n+o
i

y

i

i

i

i

i

i
' .
. » 0 <« « - - »
»—r—r—9 < + »

ky K

Figura 1.7. Tasa de Crecimiento y Dindmica de Transicion.

Terminaremos esta seccién insistiendo en la importancia que el progreso tecnoldgico tiene
para el crecimiento. En realidad, una vez visto el comportamiento del crecimiento econémico
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en el corto y en el largo plazo, el lector puede ir notando por qué se considera insistemente
a la tecnologfa como la verdadera fuerza impulsora del crecimiento.

1.6. LA REGLA DE ORO.

El concepto de la Regla de Oro hace referencia a cuél es el nivel de capital por trabajador que
maximiza el consumo individual, y por tanto, muestra cuédl es la trayectoria de crecimiento
que debe mantenerse para alcanzar un bienestar mayor (en el contexto de una sociedad de
consumo, se alcanza mé&s bienestar cuanto mayor es el consumo).

El nombre de Regla de Oro acunado por Edmund Phelps, se debe a que si se alcanza tal
capital dorado y se mantiene a la economia en dicha senda (lo cual es perfectamente posible
pues la fraccién de ahorro y por ende de consumo, es constante), entonces las personas que
vivan en un tiempo t, asi como los que vivirdn después, tendrdn acceso al mejor bienestar
posible (porque gozaran del mayor consumo del que la economia es capaz), todos ellos por
igual. Asi, en las Sagradas Escrituras se hace mencién de la Regla de Oro biblica: “tratar
a los hombres como quieran ser tratados por ellos” (Evangelio segtin San Lucas, Capitulo 6,
versiculo 31), que aplicada a las relaciones de consumo intergeneracionales de la economia
viene a ser lo mismo: los individuos de hoy tienen acceso al mejor consumo posible y los del
manana también. La versién matematizada de este concepto se desarrolla a continuacién.
De entrada, podriamos pensar que si aumentamos el ahorro, entonces aumenta también la
inversion y por lo tanto se incrementa la produccién, y al aumentar la produccion también
se va a incrementar el consumo. Sin embargo, no ocurre asi: el hecho de aumentar el ahorro
de forma indiscriminada no necesariamente ird acompanado de una subida en el consumo.
Por ejemplo, en el modelo de Solow—Swan sin progreso técnico y con funcién de produccién
Cobb—Douglas se tiene que, en el largo plazo, el capital y el ingreso por trabajador estdn
dados por (23) y (25):

o

C\n+946 S P

y como el consumo es una fraccion fija del ingreso:

(&3

=gy =9 (7)) (49)

n+0

Entonces, a la menor tasa de ahorro posible, s = 0 %, el capital por trabajador serfa nulo y
también el ingreso, de manera que no habria consumo: k* =0 = y* =0 = ¢* = 0. En el otro
extremo, a la maxima tasa de ahorro posible, s = 100 %, se tiene: k* >0 = y* > 0 = ¢* = 0.
Podemos ver entonces que tiene que haber algin valor de la tasa de ahorro (0 < s < 1), bajo
el cual sea mdximo el consumo per cédpita en estado estacionario.

PROPOSICION 1.8. En una economia que sigue el marco de Solow—Swan, con una funcién
de produccién neoclésica general, f (k), el capital por trabajador en estado estacionario que
satisface la regla de oro, debe cumplir:

J (koro) =m—+96 (50)

y la tasa de ahorro correspondiente estard dada por:
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!/
o koro . f (koro)
SOTO -
f(kOTO)
Demostracion. Antes de empezar, notamos que se hard el andlisis sin progreso técnico,

aunque el resultado es el mismo si lo incluimos. Veamos, el problema de optimizacién de la
regla de oro es

(51)

Maximizar ¢* = f (k*) — (n+0) k*

(52)
sujeto a k* >0
Por condiciones de primer orden,
dc* d
= E*) — 0)k*| =
= [f ()~ (46K =0 (53)
luego, un posible punto critico que satisfaga también las condiciones de segundo orden para
el méximo, 3202 < 0, debe primero verificar que
f ,(koro) :n+6
pues
dc* !/ * !
di =f'(k)—=(n+8)=0=f"(koro) =n+0
Ademis, recordemos que en estado estacionario:
/Iczsy—<n+5)k=o;»sy*:(n+5)k*;»(n+5):Ski (54)
Igualando las expresiones (50) y (54):
oro * koro
f,(koro):n+5:—8 f< ) (55)

kO’f‘O
Por tanto, el ahorro de la regla de oro viene dado por:

s o koro : f ,(koro)
oro f (l{:oro)
PROPOSICION 1.9. En una economia que sigue el marco de Solow—Swan, con una funcién

de produccién Cobb-Douglas, f (k) = k“, el capital por trabajador en estado estacionario
que satisface la regla de oro, resulta ser:

i

1

a \1e .
o= (55 ) (56)

Soro = O (57)

Demostracion. De nueva cuenta y sin pérdidad de generalidad, nos enfocaremos al caso sin
progreso técnico. Por (50), el capital de oro debe verificar f ' (k,.,) = n + d, luego

y la tasa de ahorro asociada es:
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1

=
aka_1:n+5:ak_(1_a):>kgmz< c )
n+o

Sin embargo, no hemos corroborado la condicién de segundo orden, veamos si se cumple:

Ak dk* \dk*)  dk*
pues la productividad marginal decreciente es uno de los supuestos de partida en el modelo.
Por tanto, k.., como lo hemos calculado en lineas anteriores, si maximiza el consumo en
estado estacionario.
Ademéds, por (55) y la hipétesis de tecnologia productiva Cobb—Douglas, el ahorro dorado
estd dado por

d2C*:i(dc*> d [f/(k*)_(n+5)]:f//(k*)<0

L f ! . a—1
koro f (koro) _ koro Olk‘m,o o koro . Oék?il =«

Soro = - - oro
[ (Koro) ks,

oro

Obsérvese que k* es igual al valor del capital en regla de oro, pues

. s ﬁ: o ﬁ:
W= (n—|—5) (n+5) Foro

como se enuncié en la proposicién. [J

Analicemos con més detalle el caso general, abordado en la Proposicién 1.8. Para una funcién
de produccién neocldsica cualquiera, concentremos nuestra atencién en la tasa de ahorro que
optimiza el consumo en estado estacionario. En esta situacion, s debe ser tal que

oc* 0%c*

=0 <0
0s Y 0s?

Para determinar el efecto especifico de los cambios en s sobre ¢*, podemos realizar el cdlculo
a detalle:

oc* 0 . w1 OFF B ok*
L L) - R = ) S~ (i 0) S
es decir
oc* o ok*
= ()~ (0
ok*

Como %= > 0, entonces el impacto concreto de s sobre ¢* dependera de si el producto
marginal del capital supera o no al efecto de la depreciacién mds la tasa de natalidad:

oc* >
Os <

lo que representamos en la siguiente grafica.

0& f' (k) Z (n+9)
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Figura 1.8. Regla de Oro y comportamiento del consumo.

Respecto a la region 1, podemos decir lo siguiente: en la medida que los ciudadanos gustan del
consumo, entonces bajar la tasa de ahorro elevard su bienestar, pues éste bienestar depende
positivamente de la cantidad consumida.® Por ello, se dice que en esta zona hay ineficiencia
respecto al consumo.

Por el contrario, en la regién 2 hay ambigiiedad, pues decir si encontrarnos en esta zona
es bueno o malo depende de la preferencia de los individuos por el consumo inmediato o el
consumo futuro. Explicamos: la parte del ingreso destinada al consumo podemos destinarlo
al consumo inmediato o bien podemos invertirlo para tener mayor ingreso después y haya
oportunidad de un consumo futuro mayor que el actual. Como puede verse, en esta region
todo depende de la tasa de descuento (o tasa de preferencia intertemporal): si a las personas
les da lo mismo consumir ahora que en el futuro, entonces la zona 2 serd dindmicamente
ineficiente. Pero si a las personas les interesa méds el consumo futuro que el actual (i.e.,
estamos en el caso de padres altruistas), no necesariamente hay ineficiencia dindmica.

Por 1ltimo, destacamos el hecho de que en el modelo de Solow—Swan, cuando la funcién
de producciéon es Cobb—Douglas, el capital de la regla de oro coincide con el capital por
trabajador en estado estacionario; mas adelante veremos que esto no siempre ocurre, como
se mostrard en la versién del crecimiento 6ptimo de Ramsey—Cass—Koopmans.

1.7. LA CONTABILIDAD DEL CRECIMIENTO.

Como conclusién de la seccién 1.5, podemos decir que en el largo plazo, el crecimiento del
PIB per cédpita sélo dependerd del avance tecnolégico. Sin embargo, en el corto plazo, el
crecimiento se produce por la aportacion tanto del progreso técnico como de la acumulacion
de capital. En una tercera contribucién al tema, Solow (1957) dio un ejemplo elemental de
cémo analizar empiricamente, la aportacién de ambas fuentes en el crecimiento de un pais,
en particular de los Estados Unidos durante el periodo de 1909-1949. Su anilisis puede

6En una sociedad definida como consumista.
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presentarse como sigue (los resultados son similares, pero si se desea ver el caso general, se
sugiere la lectura de Romer, p. 22-24).

Supongamos que la produccién en la economia esta bien representada por una funcién Cobb—
Douglas:

Y = K*(AL)'™ (58)

Sean y y k el ingreso per cdpita y el capital por trabajador, respectivamente. A partir de
(58), se concluye que las tasas de crecimiento estan vinculadas mediante la expresion:

k A

= @

< |

(59)

Y k
A ~ t
) ar + R(t)
donde R (t) = (1 — ) A/A. Respecto a (59), pueden recopilarse datos tanto de y como k,

no asi de A/A. Lo que podemos hacer es una estimacion del término R (¢) como un residuo
de (59):

Ry =2 o2 (60)

Asi, para un periodo definido, (59) proporciona una forma de descomponer el PIB per cépita
en las contribuciones debidas a k y a un término remanente R (t), conocido después como
el residuo de Solow. Por la manera en la que hemos derivado (59), R (t) se asocia con la
aportacién que el avance tecnolégico hace al crecimiento, no obstante, lo que més bien estd
reflejando es la contribucién de todas las fuentes que no hemos considerado ademaés de la
del progreso técnico, pues la operacién §/y — « k/k en (60), da como resultado no sélo la
aportacién tecnolégica al crecimiento, sino de hecho la de todo aquello que no es acumulacion
de capital fisico, incluido el progreso tecnolégico.
Mediante este anélisis, Solow (1957) encontré que para el periodo 1909-1949, el 87.5 % del
crecimiento de los Estados Unidos se debe al factor residual identificado como el avance
tecnoldgico, y el restante 12.5 %, se debe al aumento del capital por trabajador. Estudios
recientes y para otros paises, presentan conclusiones similares (incluso para México, en cierto
periodo, como veremos mds adelante).
A manera de ilustracién, veamos un ejercicio numérico muy sencillo, pero antes, nétese que
el procedimiento empleado en lineas anteriores, puede realizarse también en términos de las
variables agregadas Y, K, L: Si partimos de (58), es cierto que:
§:a%+(1—a)%+R(t) (61)

expresion que nos permite identificar como fuentes separadas al capital fisico K y la mano
de obra L.

EJEMPLO. Supongamos que la economia de cierto pafs verifica la siguiente funcién de
produccién: Y = K/2 (AL)]‘/ 2. Sabemos también que en un perfodo de 20 anos el ingreso se
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multiplicé por un factor de 5.6, la fuerza laboral lo hizo en un 1.45 y el acervo de capital en
2.8. jPodriamos calcular las participaciones del capital, de la mano de obra y de la tecnologia
en la tasa de crecimiento del PIB?

Bien, como Y = KY/2(AL)"? entonces vy = o v + (1—a) v, + R(t), cona =1/2 y
donde vy = Y)Y, v = K/K, y v, = L/L. Como datos, tenemos que en t = 20 afios:
Y (20) = 5.6Y0, L (20) = 1.45L0, K (20) = 2.8K). Lo que necesitamos calcular son las tasas

de crecimiento asociadas, veamos: si Y (t) = Ype?v! = 7y = %ln [%ﬂ = 0.0861, donde

vy = 8.61 % anual, es la tasa de crecimiento del ingreso. Andlogamente, para la mano

de obra y el capital se tiene: v; = %ln [%’?] = 0.0185, v = %ln [%é)] = 0.0514. Asfi,
ya podemos calcular el residuo de Solow: R(t) = vy — 1/2 v, — 1/2 v, = 0.0511. Con
esto, podemos determinar la participacién de cada uno de los factores en este periodo de

expansion del ingreso:

e . 1. 1/2(0.0514) -
Participacién del capital: ~5ger— x 100% =~ 30 %

Ry . 1/2(0.0185) -
Participacion del trabajo: ~~5gesr> X 100% ~ 11 %

Participacion del residuo: 8:022‘5} x 100% ~ 59 %

EJEMPLO. Abordemos ahora un ejercicio con datos de la realidad econémica. Durante
la década de 1960 y hasta mediados de los anos 70’s, México experimenté un asombroso
crecimiento econémico cuyo motor era una estrategia nacionalista de sustituciéon de im-
portaciones y responsabilidad en las finanzas piblicas. Incluso, el desempeno nacional en
este perfodo fue conocido en el exterior como el “milagro mexicano” y merecié de parte de la
comunidad internacional, credibilidad y reconocimientos tales como el honroso otorgamiento
de los primeros juegos olimpicos a una nacién del llamado Tercer Mundo, y poco después,
un Mundial de fiitbol. México era a todas luces una nacién en auge. ;Se ha preguntado
cémo se comportaron los determinantes del crecimiento durante ese época? Haremos uso de
datos recopilados para ese periodo por Abad—Ruiz (1981), quien de hecho, mediante aprox-
imaciones numéricas traté de obtener una funcién de produccién para México. Debido a
que a nosotros nos interesa una funcién de produccién analitica, haciendo una extension
sencilla de ese trabajo, hemos obtenido los siguientes resultados para las tasas de crec-
imiento anuales de la economfa mexicana: vy = Y/Y = 0.1174, v = K/K = 0.0691, y
v = L/ L = 0.0184. Ademsds, mediante una regresién logaritmica determinamos un valor
de a = 0.257 ~ 1/4. Luego, podemos calcular el residual de Solow R (t) para el periodo:
R(t) =~y —1/4 v, —3/4~v;, =0.0863. Por tanto, con los datos disponibles para el periodo
1960-1975, podemos concluir que el milagroso crecimiento econémico mexicano se debi6 a
la siguiente participacién aproximada de los factores de produccién:

C . 1. 1/4(0.0691) ~
Participacion del capital: ~5727— x 100% ~ 14.7 %

o . . 3/4(0.0184) -
Participacion del trabajo: =55777— x 100% =~ 11.8 %

L Y. 0.0861 ~
Participacién del residuo: 53575 x 100% =~ 73.5 %
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Como puede verse, en este periodo definitivamente exitoso para México, se observa la misma
caracteristica que Solow destacé en su andlisis de 1957 y que distingui6 a la economia esta-
dounidense al irse convirtiendo en potencia mundial: el gran impulso al crecimiento vino de
la mejora tecnolégica indirectamente medida en el residual R ().

Queremos enfatizar que, a pesar de su simplicidad palpable, este enfoque de contabilidad
del crecimiento ya se ha aplicado en numerosas situaciones. Por ejemplo, Edward Denison
encontré que las diferencias entre las tasas de crecimiento de paises industrializados, como
el lento crecimiento de Gran Bretana versus el crecimiento rédpido de Japén en la segunda
mitad del siglo XX, podian explicarse por diferencias importantes en R (t).

Un ejemplo més de la contabilidad del crecimiento se da al analizar de qué manera se esta
generando el crecimiento y si éste puede mantenerse (recuerde que a corto plazo la inversién
en maquinaria ayuda al crecimiento, pero a largo plazo, sélo la eficiencia que conlleva el
avance tecnolégico, genera crecimiento sostenido). Veamos un caso particularmente critico.
Es un asunto muy difundido la explicacién de que la desintegracién de la Unién Soviética
obedecié en buena medida a razones econémicas. Krugman (2000, p. 44-48) hace mencién
de un elemento distintivo del crecimiento de esta nacién y que pudo contribuir a su desplome.
La URSS de los anos cincuenta y principios de los sesenta del siglo pasado, fue un caso muy
especial en donde se alcanzé un crecimiento elevado del PIB pero sin acompanarse de un
crecimiento del residuo asociado al progreso técnico. En estos anos, la economia soviética
estaba creciendo muy deprisa pero lo hacia a causa de la impresionante movilizacién laboral
(del campo y de los hogares a la industria) y de las enormes tasas de inversién o ahorro;
en contraste, el progreso técnico R (t) crecia lentamente. Esto tenia como consecuencia que
en cierto momento, el crecimiento del PIB tendria que disminuir. La razén es que al final,
las autoridades soviéticas se quedarfan sin amas de casa ni campesinos a quienes obligar a
entrar a las fabricas, y aunque podian continuar invirtiendo una proporcién importante de
su producto, no podrian aumentar continuamente dicha proporcién (recuerde que 0 < s <
1). En sintesis, este tipo de crecimiento era cuestionable y planteaba dudas respecto a la
efectividad de la direccién econémica soviética. Ante la carencia (y ocultamiento) de cifras
confiables, no puede precisarse cudndo se presenté ese momento de declive, pero lo que si
se puede decir es que seguramente pocos anos después el crecimiento econémico soviético
disminuy6 bruscamente. No nos referimos en este punto al hundimiento catastréfico que
tuvo lugar mucho después, pero si que este fue un fallo temprano y quizd un aviso de lo
que vendria en las décadas siguientes. La conclusién una vez més, es que tasas altas de
crecimiento econémico deben ir acompanadas de aumentos igualmente altos de la mejora
tecnolégica R (t), de lo contrario, si el crecimiento del PIB es mds bien resultado de la
movilizacién de los recursos (mano de obra y capital fisico) mas que de la eficiencia técnica
considerada en R (1), entonces el crecimiento sélo serd temporal y tarde o temprano se llegard
al estancamiento predicho en la Proposicién 1.6.

Este es un buen momento para recapitular: todo este enfoque y la realizacién de contabil-
idad del crecimiento puede sonar bien pero recordemos algo importante: Medir algo no es
explicarlo, y lo que estamos haciendo aqui es dar cuenta de la tecnologia (o de medidas
indirectas de ella) como fuente duradera de crecimiento, pero al interior de este modelo no
hemos explicado absolutamente nada respecto a tal tecnologia (;cémo se genera?;como se
mantiene su avance?;qué relacion guarda con las variables econémicas mds alld de tener el
efecto de eficientar la fuerza laboral?). Esto es, podemos decir que hemos hecho uso de la
tecnologia para solventar una laguna importante del modelo, pero en realidad no lo hemos
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enriquecido interpretativamente vinculando al progreso técnico como variable susceptible de
manipulacién. Ahondaremos en esta y otras fallas en la siguiente seccion.

1.8. VENTAJAS Y LIMITACIONES DEL MODELO SOLOW-SWAN.

Lo primero que puede decirse respecto al enfoque Solow—Swan abordado aqui para modelar
el crecimiento de las naciones, es que rompe con los dos resultados principales de Harrod—
Domar: a) el crecimiento es proporcional a la inversién y b) el sistema econémico capitalista
es inherentemente inestable. En contraste, del modelo de Solow—Swan se concluye que la
inversion no es el principal impulsor del crecimiento y las economias capitalistas son dindmi-
camente estables. En particular y cambiando el paradigma anterior, Solow—Swan afirmaban
que la inversién en maquinaria no puede ser una fuente de crecimiento en el largo plazo.
La tnica fuente posible de crecimiento en el largo plazo es el cambio tecnolégico, en pleno
contraste con la idea de que la inversién en maquinaria, instalaciones y equipo es la solucion
para impulsar el crecimiento en el largo plazo. En este primer modelo que hemos visto se
encuentra que esto no es asi.

Ahora, lo més importante es abordar la siguiente pregunta ;jqué tan bien se corresponde el
modelo de Solow—Swan con la evidencia empirica? Bien, en primer lugar el modelo explica
las diferencias en el ingreso per cépita (y por ende la riqueza o pobreza) de las naciones
como resultado de contrastantes tasas de inversién (ahorro) y de natalidad, y principalmente
de diferencias tecnoldgicas. Asi, segin el modelo analizado, la razén de que haya paises
tan ricos y otros tan pobres se debe a que los ricos invierten més, tienen menores tasas de
natalidad y un avance tecnolégico superior; estas tres cosas permiten acumular mayor capital
por trabajador y por tanto, tener un ingreso per capita superior.

En segundo lugar, ante la pregunta ; por qué muchas de las economias nacionales muestran un
crecimiento sostenido? La primer versién del modelo no era capaz de explicarlo, de hecho, se
conclufa que aunque las naciones podrian crecer temporalmente, a largo plazo el crecimiento
terminaba y se llegarfa a un estancamiento permanente. Sin embargo, en la versién con
progreso técnico se concluye que la tecnologia es la fuerza motriz del crecimiento sostenido.
Revisando ambas versiones del modelo, podemos decir entonces que en ausencia de avance
tecnologico, a la larga el crecimiento serd nulo; por el contrario, si el progreso tecnolégico
estd presente, no solo da lugar a que haya crecimiento a largo plazo, sino que ademads los
paises creceran a la misma tasa a la que lo hace la tecnologfa.

Las predicciones del modelo de Solow—Swan parecen confirmarse con la evidencia empirica.
A manera de ejemplo, se sabe que los paises con altas tasas de inversién tienden a ser més
ricos, en promedio, que los pafses con tasas de inversion bajas, y los pafses con altas tasas
de crecimiento de la poblacién tienden a ser mas pobres, en promedio.

Pero este éxito aparente no es lo inico importante. Debemos hacer un comentario respecto
a los papeles que la tecnologia, la inversiéon y la reduccién de la natalidad tienen en el
crecimiento. Ya dijimos que los tres factores contribuyen positivamente pero en este apartado
no hemos sido del todo claros respecto a cémo lo hacen y exactamente qué es lo que hacen.
En realidad, ni el ahorro o inversién, ni reducir la tasa de natalidad, son capaces de sostener
un crecimiento econémico a largo plazo. Lo que ocurre es que, por ejemplo, una economia
con ahorro més alto tendrd un ingreso mayor en estado estacionario y ademads favorecerd el
crecimiento en un lapso temporal corto, pero en definitiva no modifica la tasa de crecimiento
en el largo plazo, que seria nula si no hubiera cambio tecnolégico. Como ya vimos, lo tnico
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que puede generar crecimiento sostenido es la tecnologia. El problema es que afirmar que
los paises tienen diferentes tasas de crecimiento debido a un misterioso cambio tecnolégico
sin dependencia de variables econémicas, no es satisfactorio. Dicho de otra manera, lo que
molesta del progreso tecnolégico manejado aqui, es su independencia de cualquier variable
econémica como si no procediera de ninguna parte, simplemente estd ahi y mejora con el
transcurso del tiempo a una tasa no modificable por variable econémica alguna. Ademds,
en claro contraste con la realidad, la tecnologfa vista aqui tiene la ventaja de progresar de
forma gratuita, sin costos asociados pues no tenemos que dedicar recursos para descubrir
nuevas ideas ni para ponerlas en préctica.

No es la unica critica respecto a la utilizaciéon del progreso técnico como aqui se hizo: en
el ejercicio de la contabilidad del crecimiento, el término asociado al avance tecnoldgico en
realidad recoge la influencia de todas las demds cosas no explicadas por el modelo, algo a lo
que Solow hizo referencia llamandole atinadamente al término R (t), la “medida de nuestra
ignorancia”. Es decir, no es sélo la tecnologia lo que estamos midiendo en el término R (t);
mds bien, es la tecnologia y todo lo demds que estd afectando al crecimiento y no sabemos
qué es.

Por todo lo anterior se dice que la tecnologia es una solucién oscura, extrana, exégena, de la
que en términos econémicos, no se sabe de dénde viene ni por qué se presenta.

Con esto, podemos decir que, aunque el modelo Solow—Swan tiene relativo éxito al dar cuenta
de varios de los hechos asociados al crecimiento econémico, siendo rigurosos deja sin explicar
cabalmente lo que se supone es el punto central: ;por qué hay crecimiento y cémo es que se
mantiene en el largo plazo? Claro que la respuesta parcial a esto, es la tecnologia, pero la
cuestion ahora es jcomo modelarla? jcémo integrarla al modelo en forma coherente con las
variables econémicas?

1.9. EL MODELO DE RAMSEY-CASS-KOOPMANS.

En pérrafos anteriores mencionamos dos limitaciones del modelo de Solow—Swan: una muy
relevante, a) el estancamiento de la economia cuando no hay progreso tecnoldgico, y la otra
de un peso un tanto menor pero atn asi importante: b) el hecho de que la tasa de ahorro
estd dada exdégenamente. Para la primera limitante hemos visto ya como Solow considera
el progreso técnico en su modelo para evadir el estancamiento, pero atin queda sin resolver
la segunda limitante: ;cémo incorporar un comportamiento més realista del ahorro y por
tanto del consumo?

Esto es lo que veremos a continuaciéon en el enfoque ahora nombrado como modelo de
Ramsey—Cass—Koopmans. Este es un modelo de crecimiento econémico con una estructura
similar a la de Solow pero con una mejora sustancial: permite determinar endégenamente la
tasa de ahorro y por tanto el consumo de la economia, de manera que estos dos aspectos ya
no son de naturaleza exégena, sino que quedan determinados bajo una dindmica especifica.
Veamos a continuacion los detalles de la aproximacién de Ramsey—Cass—Koopmans (RCK
en lo sucesivo), que inauguré el enfoque optimizador en la teoria del crecimiento.

1.9.1. SUPUESTOS. Seasumen los mismos supuestos que en Solow—Swan sin tecnologia,
excepto el nimero III: las familias ahorran una fracciéon constante del ingreso:

S=sY (3)

39



donde s es el coeficiente de ahorro y verifica: 0 < s < 1. Por ende, bajo esa condicién
restrictiva, el consumo es la fraccién restante del ingreso:

C=(1-5Y (4)

En lugar de esta hipétesis simplificadora, describiremos la actuacion de las familias cuando
éstas planean su consumo futuro de modo que maximice su bienestar.
Asi, en este enfoque RCK las personas maximizan una funcién de bienestar de la forma:

U:/ e~ Py (¢) dt (62)
0

con u (¢) como funcién de utilidad” y donde p es una tasa de descuento que representa qué
tanto los individuos prefieren el consumo propio més que el consumo de sus hijos o de sus
descendientes (tal que p > n, por razones que se explicardn més adelante).®

El capital fisico por trabajador estd gobernado por

k=fk)—c—(n+0)k (63)

donde c¢ es el consumo escogido por las personas, f (k) =y es la cantidad producida, ambos
términos en variables per cdpita. En el modelo de Solow con “tasa de ahorro constante”,
después de la ecuacién (63), suponfamos que ¢ = (1 —s) f (k) y sustitufamos esto en (63)
para obtener la ecuacién fundamental de Solow:

= f(k)—c—(n+0)k=f(k)—Q—s)f(k)—(n+0dk
= f(k)—f(k)+sf(k)=—(n+d)k
ko= sf(k)—(n+0d)k (15)

Sin embargo, como ya dijimos, ese enfoque no serd utilizado aqui. Por el contrario, en RCK
el problema a abordar es el siguiente:

Maximizar U:/ e~ Py (¢) dt
0
Sujeto a

k=fk)—c—(n+0)k (63)

que abordaremos a continuacion.

"El pardmetro p también se interpreta como una medida del egofsmo o altruismo paterno en el siguiente
sentido: cuanto mayor sea p, mayor serd la cantidad consumida hoy (por parte de los padres) y menor la
cantidad que podrén consumir en el futuro (los hijos); en este caso se habla de egoismo paterno. En el caso
contrario, cuando los padres tienen un menor consumo presente (esto es, p serd menor) entonces en el futuro
se alcanzard un consumo mayor (que disfrutaran los hijos), y lo que se tiene es una situacién de altruismo.
Una forma adicional de nombrar a p es como tasa de preferencia temporal.

8Para garantizar que la integral sea convergente.
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1.9.2. LA DINAMICA DEL MODELO. Bajo el esquema del apartado anterior y
considerando una funcién de utilidad especifica para simplificar el andlisis:

u(c) = (64)

podemos probar los siguientes resultados.
PROPOSICION 1.10. Para una economia como la descrita en la seccién 1.9.1, y con una
funcién de produccién per capita representada por y = f (k) = Ak®, entonces la tasa de
crecimiento del consumo viene dada por:

;C; = [a Ak~ — (5 + p)] (65)
Demostracion. Debemos resolver el siguiente ejercicio de optimizacién dindmica:
oo C170 -1
Maximizar U = / e~ (Pt gy
Sujeto a
k=fk)—c—(n+0)k (63)
El Hamiltoniano de nuestro problema sera
H()=u(c) e ™ 4k (66)
A0 —1
H()=—— e P Ly [f (k) —c— (n+6) K] (67)

donde v = v (t) es un multiplicador al estilo de los multiplicadores de Lagrange en opti-
mizacion estética.
Las Condiciones de Primer Orden son:

Realizando el trabajo algebraico:

1-0 -0 ,—(p—m)t _ ,, _
14C € v=>0

%—H:HC:O@ (70)
C C—O 6—(p—n)t —v=0
%—Z[:Hk:—f/@u[f’(k:)—(n+5)]:—f/ (71)

Si tomamos logaritmos en (70), y derivamos respecto al tiempo para obtener la tasa de
crecimiento del consumo per cépita:

¢t _py— el et =y
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Inc? +lne Pt — Iny

—fOlnc—(p—n)t = Inv

% [—anc.— (p—n)t] = % [nv]
6 —(p—m) = (72)
Rearreglando la ecuacién (71):
e - m)
)
L o)W (73
Sustituyendo (72) en (73):
05— (p—n) = (n+8)— 1)
o= Sl T )+ (o)
Y O
= SU (R~ 5+ ) (74)

Por tiltimo, como f (k) = Ak®, entonces si se sustitiye f ' (k) = aAk~1%) en (74) obtenemos
la expresién (65) y termina la prueba. [

PROPOSICION 1.11. La economia descrita en esta seccién posee tres puntos de equilibrio,
con coordenadas:

(0,0 1
(mﬁy:(G%fjﬂuwf—m+aw) (75)
(k*,0) = «ﬁgﬁaQ

Demostracion. Las expresiones (65) y (63) determinan completamente la dindmica del capital
y el consumo del modelo. Reescribiendo (65) y sustituyendo y = Ak® en (63), tenemos:

¢ = € [aAk-0-9) — (5 + p)]
| (76)
o= Ak® —c— (n+0)k
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Luego, tomemos en cuenta que en el equilibrio: ¢ =0 y k=0. Asi, las curvas ¢ =0y
k = 0 se cruzan tres veces: (0,0), (k*,¢*) y (k**,0).

Si c=0 y k=0, simultdneamente, entonces: ¢ =k = 0. Por otro lado, si Ak~
1

(0+p) =0, entonces ¢=0 y k70 =L (54p): k= (ZL) 7 = (ffp) , ademads
= Ak = (n+0)k* = f(k*) — (n+6)k*, dard lugar a que k = 0. Finalmente, si

¢ =0 pero k # 0, entonces ¢ =0 y 0= Ak* — (n+9)k, tal que k** = (ﬁé)ﬁ.
_1

1 —a
Observe que k** = (nf‘ra)l o > (;—g) T =k, pues A > aA (vaque0<a<l) yp>n.

Recapitulando, los puntos de equilibrio son:
(0,0) 1
(k*, c*) = ((;—Q)_ A = (n+0) k:)
(+0) = (2497 0)

y finaliza la demostracion. [J

Es destacable el hecho de que en términos efectivos, el tinico punto de interés econémico,
es (k*, ¢*), puesto que es el tinico que conlleva cantidades positivas de consumo y de capital
simultdneamente.

PROPOSICION 1.12. La economia descrita en esta seccién tiene una estabilidad de punto
silla en el equilibrio no trivial y su diagrama de fases estd dado por la Figura 1.9.
Demostracion. Para determinar la estabilidad de la economfa, podemos emplear la lineal-
izacién de la funcién:

- [B]-[1]-(et) e

en el punto de equilibrio. Por consiguiente, la matriz jacobiana de la aproximacién lineal es:

OFy  OF
dc ok
J (k) =
OFy OF,
dc ok
gl (&) =@+p]  (F) f" ()
= (78)
—1 f'(E") = (n+9)
g[aA(k*)*“*a’ - (5+p)] (%) [—au—a)A(k*) - a]
= (79)
—1 aA (k%)™ — (n+6)
Como vimos en la prueba de la Proposicién 1.11, f/(k*) — (0 4+ p) = 0; ademés:
FrE)—(n+8) = ad(k*) " — (n+9)
— A aA e 5
- ea(5y,) e
= p—n (80)
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a partir de lo cual, podemos afirmar que la matriz jacobiana estd dada por
gl ') =@+p]  (5) f" ()

—1 f1 (k") = (n+0)
0 (%) f”(k‘*)

J (k") =

—1 p—n

cuya traza y determinante son:
TrJ=0+(p—n)=p—n>0

pets = |0 (=)= (-1 (5 ) £700)| = () 77 0) <0
lo cual implica que hay dos raices reales: una negativa y la otra positiva. Esto permite
identificar al estado estacionario (¢*,k*) como un punto silla y, por lo tanto, como un
equilibrio inestable. En consecuencia, s6lo bajo ciertas condiciones iniciales en el capital y
en el consumo (aquellas que se ubiquen sobre el camino de ensilladura), se podra cumplir
que las trayectorias 6ptimas alcancen el estado estacionario.’
A largo plazo, la economia debe converger hacia el estado estacionario (k*,c*), que es el
unico que conlleva cantidades positivas de consumo. Por un procedimiento andlogo para
(0,0) y (k**,0), se puede concluir que:
a) El origen es un estado estacionario inestable (es una fuente).
b) El segundo estado estacionario, (k*, c*), tiene estabilidad de punto silla.
c) El tercer estado estacionario, (k**,0), es completamente estable (es un sumidero).
Por ltimo, a partir de (76), trazamos el diagrama de fase representado en la Figura 1.9. [

F 3

C . }/:m

O k* koro . [\T k** k
c=0

Figura 1.9. Diagrama de fase en el modelo de Ramsey.

9En realidad, debido a las llamadas condiciones de transversalidad —que no veremos aqui-—, se garantiza
que la rama estable es la tunica trayectoria posible en esta economia.
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1.10. LA APARICION DE LOS MODELOS ENDOGENOS.

Después del surgimiento del modelo de Solow—Swan y de la adecuacién del modelo de Ramsey
en el contexto de la teorfa del control éptimo, las investigaciones en torno al crecimiento
econémico alcanzaron su climax durante los anos 1960’s; sin embargo, el ritmo e impacto
de las investigaciones se fue reduciendo gradualmente hasta que a mediados y sobretodo
finales de los anos 1970’s practicamente la teorfa del crecimiento se estancé como disciplina,
pues se habia alcanzado un estado tal que los trabajos realizados cada vez tenfan una mayor
formalizacién matemadtica, lo cual era positivo, pero practicamente no se generaban nuevos
avances interpretativos, por lo que en el balance esta carencia tenia un peso mayor.

El escenario cambi6 con la presentacion en 1986 de lo que se hoy se identifica como el punto
de partida de los modelos endégenos del crecimiento: la versién debida a Paul Romer, quien
ofrecié el primer ejemplo de cémo resolver el problema de tecnologias exégenas dirigiendo el
crecimiento, rasgo caracteristico del enfoque de Solow y que no se habfa abordado satisfac-
toriamente hasta ese momento.

Veamos a continuacién un par de modelos ilustrativos.

1.11. EL MODELO AK DE REBELO.

Este modelo atribuido a Sergio Rebelo (1991), es el mds sencillo de la corriente endégena
vigente, y se distingue por plantear una funcién de produccién que sélo considera al capital
fisico como factor productivo y no a la mano de obra ni otras formas de capital, como el
capital humano.!?

En un marco parecido al de Solow y con el enfoque optimizador RCK, este modelo muestra
que: a) la economia puede estar en crecimiento permanentemente, y b) el ahorro si influye
en la tasa de crecimiento, sin necesidad de utilizar enfoques exdgenos o externos al modelo.

1.11.1. SUPUESTOS. Los mismos que en la versién de Solow—Swan, excepto tres:
primero, las familias no van a ahorrar una fraccién constante del ingreso sino que la tasa de
ahorro serd endégena;!! segundo, la tecnologfa serd un pardmetro positivo tal que A > (& + p)
y A/A = 0; y tercero, la funcién de producciéon no cumplird dos aspectos distintivos de la
neocldsica: productividad marginal decreciente del capital y las condiciones de Inada. En
concreto, la funcién de produccién vendra dada por

Y = AK (82)

donde A > 0. Con esto, podemos ver que en este modelo se tienen productos marginales
positivos pero no decrecientes del capital:

aY o’y

— =A>0, — =0 83

oK 0K? (83)
Por ende, tampoco se satisfacen las condiciones de Inada:

10 Aunque en la literatura se muestra que esta formulacién es equivalente a aquella que si los incorpora
explicitamente, incluida la mano de obra, modificando con esto la definicién de un pardmetro A que veremos
més adelante.

"TLos consumidores maximizan una funcién de bienestar social como en la versién de Ramsey.
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. oY . oY
A o =AF0 lim o = A oo (84)

como menciondbamos al principio.

1.11.2. LA DINAMICA DEL MODELO. Las familias maximizan la siguiente funcién
de bienestar social:

Sujetas a la restriccién presupuestaria:

k=fk)—c—(n+0)k (63)

Procediendo como en la seccién de RCK, podemos probar los siguientes resultados.
PROPOSICION 1.13. Si una economia cumple con los requisitos de la seccién 1.11.1, en-
tonces la tasa de crecimiento del consumo per cédpita viene dada por:

¢ A—(5+p)
e 7 (85)
Demostracion. Empecemos por definir las variables per cépita:
Y AK
Y=AK = — = — =A
=7 T =Y k (86)
C K
Luego, como en RCK, debemos resolver el siguiente ejercicio de optimizacién dindmica:
oo 0170 -1
Maximizar U = / e~ Pty
Sujeto a
k=fk)—c—(n+0)k (63)
El Hamiltoniano de nuestro problema sera
H()=u(c) e ™ 4 vk (66)
=0 —1
H()=—— e P Ly [f (k) —c— (n+6) K] (67)
Las Condiciones de Primer Orden son:
H.=0 (68)
H, =—-v (69)



De donde se tiene que

E=ZIF (B) - G+ ) (58)

Por dltimo, como f (k) = Ak, entonces si se sustituye f ’'(k) = A en (88) obtenemos la
expresion (85). O

PROPOSICION 1.14. Si una economia cumple con los requisitos de la seccién 1.11.1, en-
tonces su tasa de crecimiento es constante e igual a:

A—(0+p
y=220t0) (%9)
tal que todas las variables per cdpita crecen a esa misma tasa:
A—(0+p
Vy =V =Ve = 7% ) (90)

Ademas, la fraccién de ahorro, s, es constante.

. 1 .
Demostracion. De (85) tenemos que c(t) = coe?A=2=P Sustituyendo este resultado en
(63), y resolviendo la ecuacién diferencial resultante obtenemos

Co loa_s5_ Co o
k(1) = (A=é—p)t ko — L (A—n—=d)t
O=G—n-1a-5-p" TG p-ta-s-nl"

Por la condicién de transversalidad,'? se tiene que

e )

_ Co ph(As—p)t _ c(t)
S g B e A—n—0)-1(A-5-)

1
e 0
Es decir, k (t), y ¢(t), son proporcionales en todo momento:

k(t)=m c(t)
donde
— 1
(A=n=0) - (A=3-7)
es una constante. Luego,
d d d 3 ¢ ¢
Por tanto, si
¢ 1
=-=-(A—-90—-
Te=z =5l p)

12V ¢ase el Apéndice C, proposicién C.2.
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Entonces

1
=g A=0-p)="

Ademis, y = Ak, de manera que:

1
vk:%:%=5(fl—5—p)=7 Vi

Por otro lado, sabemos que, por definicién, el consumo es lo que resta tras apartar una
fraccion s del ingreso para ahorrar (0 < s < 1), tal que

c:(1—s)y:>1nc:ln(1—s)+1ny:>£: 4

< |

(1—s)

Ve = (1 —S) +7y = /y(l—s) +/yy

De manera que si v, = 7, (como acabamos de probar), entonces la fraccién de ahorro, s,
debe ser constante.!®> M4s adelante veremos que aunque la fraccién s sigue siendo constante,
ya no es exogena. [
. Qué implicaciones econémicas tienen estos dos primeros resultados? Observemos un hecho
importante, por la restriccién inicial de que A > (§ + p), esta vez el crecimiento econémico
no experimenta descensos sino solo un constante incremento. Y para ello, no hemos tenido
que recurrir al supuesto de que una variable crecfa de forma continua y exdgena, cosa que
distingufa al enfoque de Solow y se conserva en la version de Ramsey—Casss—Koopmans.
Este hecho es una diferencia importante y es la razén por la que al modelo AK y a los demas
agrupados bajo la misma denominacién, se les llama “modelos de crecimiento endégeno”.
Sin embargo, hay otros consecuencias en el crecimiento que se apartan de la linea de Solow
y RCK, como se muestra en la siguiente:
PROPOSICION 1.15. A diferencia de los modelos anteriores, en esta economia el ahorro
si interviene en la tasa de crecimiento, y su efecto estd presente bajo la siguiente forma
funcional:

ki

Demostracion. Sabemos que la inversién neta se rige por

E = fk)—c—(n+0)k (63)
ip —(n+0)k (92)

donde ip es la inversion bruta per capita. En equilibrio, sy = ig, luego

k 1B sy
=7 () ="7"—(n+9) (93)

13Si s es constante, entonces (1 — s) también lo es, y la tasa de crecimiento de (1 — s) es nula: Yi—s) =0
(la tasa de crecimiento de una constante, es cero).
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= - =sA—(n+9)

o> o

pues y = Ak, por hipétesis. [

Asi, contrariamente a lo que predice el modelo Solow—Swan, el ahorro (y la inversién) afecta
a la tasa de crecimiento de la economia. Como puede verse, su efecto es positivo, al igual que
el de la tecnologia que ya podia intuirse desde la ecuacién (85). Usando estas dos expresiones
para la tasa de crecimiento de la economia (que son una misma tasa pero expresada de forma
diferente), podemos establecer también el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.16. La economia descrita en el modelo AK, tiene una fraccién de ahorro
determinada endégenamente y dada por:

A—(0+p) 1
=|—— ol — 94

s 7 +tntd) (94)
Demostracion. Por la Proposicién 1.14, sabemos que las tasas de crecimiento del capital y el
consumo per cépita son iguales. Si hacemos uso de las expresiones (85), (90) y (91), se tiene

A—(6+
vk:SA—(n—l—é):% =,

despejando la tasa de ahorro el resultado es inmediato. Una forma alternativa de probar la
proposicion, es la siguiente: ¢ = (1 — s)y, luego,

c c

° Y Ak
pero k = mc (como vimos al probar la proposicién 1.14), tal que

c c 1

S A Wl R
Sustituyendo el valor de m:
1 1 _1_(A—n—5)—%(A—5—p)_A—(A—n—é)%—%(A—(S—p)

T 1 N A - A

(A—n—8)—2(A—6—p)

n+d+iA—-5- —
_ T +9§4 P _[A (§+p)+n+5% (94)
En conclusion, la tasa de ahorro s efectivamente es endégena y constante durante todo el
proceso. [
Un aspecto adicional y que serd de utilidad para el cdlculo del bienestar social es el que sigue:
PROPOSICION 1.17. Para la economia bajo analisis, los niveles iniciales de consumo y de
capital por trabajador, guardan la siguiente relacién:

S

co=[A—(n+8+7)] ko (95)

Demostracién. Por la Proposicién 1.14, la inversién neta k es igual a vk, pues

49



i .
A =~k
2 Y= Y

Sustituyendo este resultado en (63), tenemos

k= f(k)—c—(n+0)k=Ak—c—(n+0)k
= [A—(n+0)]k—c (96)

vk=[A—(n+9)k—c

entonces

c=[A—(n+d0+7)k (97)

En el inicio, t = 0,

o =[A—=(n+3d+7)]k

que era lo que se deseaba demostrar.!* [J

Finalmente, también podemos analizar estabilidad en el modelo.

PROPOSICION 1.18. La economia analizada en este modelo tiene una dindmica de tipo
repulsor o fuente en el tnico equilibrio que posee, el origen.

Demostracion. La dindmica del capital y el consumo estd completamente determinada por
las expresiones (85) y (96):

¢ A—(6+p)
o= 0 (85)
k=[A—(n+0)]k—c (96)
y que dejaremos indicadas como sigue:
A—
é:c[—(g_‘—p)] (98)

1E] término entre paréntesis es positivo por razén de una restriccién adicional respecto a 6, y que se
introducird mds adelante (6 > 1):
co=[A— (n+d+7)] ko, luego

B s | P W) (IR EEY1 T

:{A_ [ne—(l—ee)éJrA—p]}kO: {9A—n9+(19—9)6—14+p} ko

Finalmente,

o = [pn9+(12)5(19)A] ko

expresién validasif > 1y p—n > 0.
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k=[A—(+0)k—c (96)

Obsérvese que este sistema que representa la dindmica de la economia, puede escribirse:

é=nc (99)
k=pk—c (100)
donde
= Alen o)
B=A—(n+8)>0 (102)

puesto que A > d+p y p—n > 0 por hipétesis, luego: A — (0 + p) > 0 y ademas:
A>0+p>0+n=A—(n+6) > 0. De esta manera, por (99) y (100), el tinico punto
posible que satisface simultdneamente ¢ =0 y k =0, es el origen (0,0).

Para determinar la estabilidad de la economia, podemos emplear la linealizacién de la fun-

B ) B O R o I S

en la vecindad del punto de equilibrio. Por consiguiente, la matriz jacobiana de la aproxi-
macién lineal es:

ok OF
dc ok
J (k") =
ok,  OF
oc ok
A—(5+
: p) 0
= (104)
-1 A—(n+9)

v O

= (105)
-1 8

y su polinomio caracteristico es:
(v-X)(B-X)=0 (106)

luego, se tienen dos valores propios positivos: X; = v y Xy = 5. Esto permite identificar
al estado estacionario (¢*, k*) = (0,0) como una fuente y, por lo tanto, como un equilibrio
inestable. En esta economia todas las trayectorias son explosivas.
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1.11.3. EL BIENESTAR. Efectuemos ahora el calculo de la funcién de bienestar de la
sociedad descrita por este modelo:

o) 1-60
U :/ e*(p*”)tc—dt
; 1-0

Obsérvese que un primer requisito para que la utilidad esté acotada, es que p > n. Por (99),
tenemos que el consumo en todo tiempo viene dado por:

c(t) = coe (107)
luego
0 = (coe™) = b0 (108)

Sustituyendo (108) en la funcién de bienestar:

’ ( )ztclﬂ9 —( t10 (1-0)t
— 1 —(p—n p—n)
U bhj?ooe I—Hdt 1_9{)1111/ ) dt
—[p—n—y(1-0)]t
=71 8 blm / } dt
]_ llm {C(l) 0 / e [P n’Y(lo)}tdt} (109)
1 — 9 b—oo 0

Véase que en este punto la acotacién de la utilidad se dard siempre que p > n + v (1 — 6).1
Continuando el cédlculo, tenemos

U — 1 lim 4 — c ' [e—[p—n—v(l—e)lt] b
1050 | p—n—v(1-10) 0

1 1; co ' [e~lmn—r(1=0lb _ 1]
= 11m — e -
I1—0bo—-| p—n—~v(1-0)
1-6
_ L 0 lim [e~lP-n=r0-00 _ 1]
1-60 | p—n—7(1—-0)b-0

-1 {_p—nféj(l —5 - ”} - 129 [ﬂ—nféve(l _e)} (110)

Esto es, en términos del consumo inicial, la funcién de bienestar resulta:
00 0179 -1 1 Cl—0
U= ~(p=m)t dt = L 111
/0 ‘ 1—10 1-0|p—n—v(1-20) (111)

o también podemos escribirla en dependencia del capital inicial, por la Proposicién 1.17,

co=[A—(n+8+7)]k (95)

15Con més detalle, diremos que para cumplir con p > n++ (1 — @) solo se requiere restringir el pardmetro
0 a los valores 6 > 1 (recuerde que de entrada se verifica que 6 > 0).
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Asi, tenemos

00 1-6 _ _ 1-0 1.1-6
U:/ - Ly 1 JIA-(+0+9)]"" ks (112)
0 1—10 1-0 p—n—~y(1-0)

con lo cual queda terminado el célculo.

1.12. GASTO PUBLICO Y CRECIMIENTO (EL MODELO DE R. BARRO).

En 1990, Robert J. Barro realizé una extensién del modelo AK de Rebelo mediante la par-
ticipacién del gobierno (gasto publico). En realidad, en la terminologia de los modelos de
crecimiento econémico, una manera de que el gasto ptiblico sea deseable es introducirlo como
argumento (positivo) en la funcion de produccion (por ejemplo, las carreteras piblicas au-
mentan la produccién y la productividad de las empresas privadas; en la misma categoria
entrarfan la proteccién policial y judicial que garantiza los derechos de propiedad de las
empresas privadas, o el gasto en I+D realizado en universidades publicas). Una segunda
manera serfa introducir el gasto ptblico directamente en la funcion de utilidad de los con-
sumidores (por ejemplo, los parques nacionales o el gasto en fiestas sociales o bodas reales,
que no afectan directamente a la produccién, pero si afectan a la felicidad de las personas
que disfrutan directa o indirectamente de dichos parques o eventos sociales). Veamos la
descripcion del modelo.

1.12.1. SUPUESTOS. Los mismos que en el modelo de Solow—Swan sin progreso técnico
(A /A = 0), con cuatro consideraciones adicionales. La primera, es que la produccién depende
de las cantidades existentes de dos factores de produccion: capital privado, K, y un factor de
produccién provisto por el sector piiblico, G. La funcién de produccién presenta rendimientos
constantes de escala, pero alin existen productividades marginales positivas y decrecientes
en cada uno de los factores. En concreto, la funciéon de produccién estd dada por

Y = AK*G' (113)
donde

K
G = bien piblico agregado

cantidad de capital privado utilizado por las empresas

La segunda y tercera consideraciones es que, como en el modelo AK, la tasa de ahorro se
determina endégenamente y la tecnologia funge como un pardametro tal que A > 0. El
cuarto aspecto relevante a considerar, tiene que ver con la aplicacién de un impuesto al

ingreso, 7 (por supuesto, 0 < 7 < 1); de manera que el ingreso o produccién disponible es:
Y;=(1-71)AK*Gt~2.16

16Por tltimo conviene destacar el siguiente detalle importante, antes de resolver el modelo, y tiene que ver
con decidir si el bien piblico es un bien de capital (en el sentido de que debe ser acumulado) o es un input
o insumo de produccién que debe ser suministrado nuevamente en cada momento del tiempo.

Por ejemplo, las carreteras son un bien de capital en el sentido de que el gasto que el estado hace hoy
aumenta el stock existente de carreteras disponibles (o repara las carreteras depreciadas), mientras que el
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1.12.2. LA DINAMICA DEL MODELO. Empecemos por definir las variables per
cédpita:
X _ AKozGl—a _ AKozGl—a
L L  LeLte
C K G

_ . _ . - 11
c=75 k=23 g=7 (115)
Los individuos maximizan la siguiente funcién de bienestar social (con p > n):

00 1-0
_ O S
v /0 ‘ 1—90

Sujetos a la restriccion presupuestaria para las familias representativas:

Y = AK°G' = =y = Ak®g'™ (114)

k=0—-7)y—c—(n+0)k (116)

que nos dice que la produccién obtenida menos la produccién pagada al gobierno en forma
de impuestos se debe repartir entre consumo e inversién bruta (que, a su vez, es igual a
inversién neta, k, méas depreciacién, (J + n) k).

Por otro lado, sabemos que el Estado recauda 7 Ak%g'~® unidades de renta y las transforma
en un volumen de bienes ptblicos, g. De este modo, la restriccion presupuestaria del sector
publico puede expresarse como:

g=TYy = TAk’agl_a (117)

Procediendo como en la seccién de RCK, podemos probar los siguientes resultados.
PROPOSICION 1.19. Si una economia cumple con los requisitos de la seccién 1.12.1, en-
tonces la tasa de crecimiento del consumo per cédpita viene dada por:

¢ ]. —x
g =5 [(1 P aARrE (6 p)] (118)
Demostracion. El problema a encarar es el siguiente:
[e'¢) C1—0 -1
Maximizar U = / e gy
o 1-—80
Sujeto a
k=1—-71)Ak%g" ™ —c—(6+n)k (116)
Por lo que el Hamiltoniano serd
H()=ulc) e ™ 4y (66)
-1
H()=——5 ety [(1—7) AR ™ — e — (6 +n) k] (119)

gasto salarial de la policia o los jueces en el momento t afecta directamente a la produccién del momento t.
De nueva cuenta, seguiremos a Barro (1990) e introduciremos los bienes piblicos como flujos productivos
y no como bienes de capital acumulables.
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Las Condiciones de Primer Orden asociadas son:

H,=0 (68)

Hy = —i (69)

Podriamos obviar el trabajo algebraico siguiente, sin embargo y aunque el proceso es muy
parecido al de Ramsey, consideramos ilustrativo mostrar el desarrollo completo:

1-0 —60 —(p—n _
oH =lelemlmmt — =0
—=H.=0& (70)
oc 0 e—(p—m)t _;, — 0
oH
ok
Si tomamos logaritmos en (70), y derivamos respecto al tiempo para obtener la tasa de
crecimiento del consumo per cépita:

Hy,=-v&v [(1-71)adk® g™ = (6+n)] = -0 (120)

¢t _py— el et =y

Inc?+Ine ™ = Iny

—flnc—(p—n)t = Inv

%[—Hlnc.—(p—n)t] = [In v/|
6 —(p—n) = (72)

Rearreglando la ecuacién (120):

—g = (1 -7)adk* g™ — (6 +n)
0
g = (0+n)—(1—7)adk* g™
= (0+n)—(1—7)adk 1-0gle
%: (6+n)—(1—7)aA (%)1_“ (121)

Sustituyendo (72) en (121):

—eié— (p—n)=(6+n)—(1—7)ad (%)H‘
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¢ . 1 g 11—«
° = —Q“H4D+@—n%%1—ﬂaA<Q ]
1 g l—a
- —5V5+M—%1—ﬂaA<E> }
c_lln_aa (Q)la—(cw ) (122)
c 0 k P
Observe que si y = f (k,g) = Ak®g'~, entonces
gy 0 _ a1 1-a _ —(1-a) - _ AN
5% BF (k,g9) = €Ak g % = aAk g —aA(k> (123)
Asi que también podemos decir que
¢ 1 oy
Designaremos de la manera estdndar a la tasa de crecimiento del consumo:
¢
Te=_ (125

De la restriccién presupuestaria del Estado, ecuacién (117): g = 7y = TAk%g' @,

S P L
y  Akegl-e Ak A \k
\
% — (rA)= (126)
Ademas
% = 5% (Akaglfa) = Ak gt = q AR~ () gl (127)

Sustituyendo (126) en (127) y el resultado subsecuente en (122), obtendremos la tasa de
crecimiento 7, como funcién de los pardmetros del modelo:

e = S=gla-naa(®) -0+
%—(5+p)]

[(1 — T aAS IS (5 ,0)}

“1—ﬂaAhA)

DRI~ OO

Q1o

[(1 P aA TR (64 ,0)} (118)

)
(e}
I
|~
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pues lea +1= l’%ja = i Véase que, al quedar -y, en términos sélo de constantes, entonces
la tasa de crecimiento es siempre constante. []

La cuestién siguiente serfa ver cémo crecen el resto de las variables, aspecto que abordamos
a continuacién.

PROPOSICION 1.20. Si la economia verifica los requisitos de la seccién 1.12.1, entonces su

tasa de crecimiento es constante e igual a:

v = % [(1 — ) aAsrat — (64 p)} (128)

tal que todas las variables per cédpita crecen a esa misma tasa:

1 1 1-a
Yy =% =Y = 5 (1= 1) aATTS = (64 )] (129)

tanto en estado estacionario como en cualquier otro momento (no hay transicién dindmica).
Demostracion. Como en el modelo AK, recordemos que por definicién el consumo es lo que
resta tras apartar una fraccién s del ingreso para ahorrar (0 < s < 1), tomando en cuenta
que la fraccién s sigue siendo constante pero ya no es exégena. Entonces, por propiedades
logarftmicas:

c:(l—s)y:>lnc:1n(1—s)—|—lny:>E:g, o bien: v, =1,
c Yy
donde

Ezgzé [(1_7)04A%71?T“—(5+p)}

l1—a
Por otro lado, a partir de la funcién de produccién: y = Ak%g'~* = Ak~ [(7'14)é l{:} =
11—«

A(TA) = k, se tiene que:

Iny =In [A (TA)%} +Ink = y_ %, o lo que es lo mismo: v, = 7,
Yy

por transitividad, la prueba estd completa. [
Para terminar la seccion, analizaremos la estabilidad en el modelo de Robert Barro.
PROPOSICION 1.21. La economia analizada en este modelo tiene una dindmica de tipo
repulsor o fuente en el dnico equilibrio que posee, el origen.
Demostracion. Es similar a la realizada en la Proposicién 1.18 (modelo AK). La dindmica
del capital y el consumo estd gobernada por (118) y (142):

g — % [(1 — 7)adarat — (5+p)] — (118)

i = [(1—T)T%A%—(5+n)}k—c (142)
Obsérvese que este sistema que representa la dindmica de la economia, puede escribirse:

¢=n"c (130)
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k=X —c (144)
donde

(1-7)adsrs —(5+p)| >0 (131)

|~

’y:

Oy +p+i(l—a)
(07

A

—n>0 (132)

Tales desigualdades se cumplen porque, en cuanto a (131), A puede ser tan grande como
se quiera pues a final de cuentas es un pardmetro que indica niveles de tecnologia y su
importancia no radica en los valores especificos que tome sino en la comparacién de sus
valores como pardmetro de forma que se pueda decir si hay aumento o reduccién en los
niveles tecnoldgicos; asi A puede tomar valores tales que
(0%
d+p ]

A> (133)

(1-7)ara

y (131) se verifica. En cuanto a (132), podemos verificar su cumplimiento partiendo de la
condicién:

p>n+vy(1—0)

ya que

p>n+y—v0=>v0+p>n+y=>v0+p>n=v0+p+i(l—a)>n

=v0+p+i(l—a)>an=v0+p+0(l—a)—an>0

_97+p+5u—a)_n_97+p+5u—ay—mz
« «

= A

>0 (132)

Como puede verse, por (130) y (144), el tinico punto posible que satisface simultdneamente
¢=0y k=0,es el origen (0,0).

Para determinar la estabilidad de la economia en el equilibrio mencionado, podemos emplear
la linealizacién de la funcién:

ren-[5]-[{] -

en la vecindad del punto de equilibrio. Por consiguiente, la matriz jacobiana de la aproxi-
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macién lineal es:

OF} oFy
dc Ok
J (k") =

OFy  OF,
dc ok
S1(1—7) aAar " — (0 + p)] 0

_ (135)

1 W%M —n

v 0

— (136)
-1 A

y su polinomio caracteristico es:
v=X)(A=X)=0 (137)

luego, se tienen dos valores propios positivos: X; = v y Xo = A. Luego, el estado estacionario
(c*,k*) = (0,0) es una fuente y, por lo tanto, es un equilibrio inestable. [

A continuacién, vamos a desarrollar algunos resultados andlogos a los del modelo AK, pero
con la intenciéon de utilizarlos para abordar un aspecto mé&s primordial y que queremos
enfatizar, pues serd de gran valfa en el capitulo 4 de esta tesis. El punto en cuestion es si
puede determinarse una tasa 6ptima de impuestos. La pregunta obvia es ;jtasa de impuestos
o6ptima en qué sentido? En el sentido de cudl es la tasa de impuestos que maximiza el
crecimiento econémico, por un lado, y en el sentido de cudl tasa maximiza el bienestar.
Abordamos estos detalles en los dos siguientes resultados.!”

PROPOSICION 1.22. Si la economia descrita en 1.12.1, tiene una tasa de impuestos 7 tal
que

Tr=1-« (138)
entonces se alcanza la méxima tasa de crecimiento posible, que estd dada por:

1 1-a

7 g 2 a?AT (1- ) = (54 )] (139)

Demostracion. Los puntos criticos de la funcién v, (7) se hallan igualando a cero la derivada
de la tasa de crecimiento con respecto a 7. Haciendo esto, encontramos que hay uno sélo,

dado por

Tr=1—«

Para determinar la naturaleza del punto critico, calculamos la segunda derivada del bienestar
y verificamos que es negativa. De esta manera, se dice que 7% maximiza la tasa de crecimiento
de la economia.

1"Es muy importante destacar también que de nueva cuenta, como en la versién AK, el crecimiento
econémico en el modelo de R. Barro experimenta un constante incremento y, estd dado exclusivamente por
pardametros definidos al interior del modelo, esto es, el crecimiento se genera de forma endégena.
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Citando a Sala—i-Martin (p. 141), “es importante notar que la ecuacion (138) indica que el
Estado puede mazximizar el crecimiento de la economia, adoptando un tamano apropiado.
Dicho de otro modo, para maximizar la tasa de crecimiento, el gobierno debe escoger su
tamano T, eficientemente.”

La tasa de crecimiento que resultaria en caso de que el gobierno escoja 7 =1 — «, serfa

=5 0= add () -G+

1

= {Ll-(-]edi 1-a) — (6 +p)} =

7 {a-aAé(l—a)%—(5+p)}

S R

es decir

1

1 i
meaX:/yzna,XZE |:OL2A% (1_a> o —((5+/)>]
y asf terminamos la prueba. [

F 3
Tasa de ;/ ¢
crecimiento

Figura 1.10. Relacién entre la tasa de impuestos y la tasa de crecimiento econémico en el
modelo de gasto piblico.

Una vez que ha quedado de manifiesto la posibilidad de maximizacién en la tasa de crec-
imiento econémico, la siguiente pregunta es si acaso esta optimizacién también es posible
para la funcién de bienestar que describe a nuestra economia. Respondemos esta cuestion
en la préxima seccién.

1.12.3. EL BIENESTAR. Empecemos por proporcionar algunas relaciones ttiles para
la determinacién de optimalidad en el bienestar de la sociedad.

PROPOSICION 1.23. Para la economia bajo analisis, tal que ~ estd dado por la expresion
(118), y A es el coeficiente de k en la inversién neta per cépita (k;), entonces A puede escribirse
como una funcién de ~:
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Oy +p+d(1l—a)
B o

A

-n (140)
Demostracion. Retomemos la ecuacién de inversién per cédpita

k=(01—-7)Ak¢" ™ —c—(0+n)k (116)

Si hacemos uso de que g = 7y, tal que

% = (1A)= (126)
entonces
1 1
g=ToAok (141)
Sustituyendo (141) en (116):
= (1—r) AT Ak —c— (6+n)k
i=(1-71)r e Ask—c—(6+n)k (142)
pues
l-a a+l—-a 1
1+ = = —
Q o a
Continuando con el cédlculo, podemos agrupar los términos en el capital:
= (1= 75 A% = (5 n)| ko (143)
k=M —c (144)

En la Proposicién 1.19, hemos realizado el mismo procedimiento pero con la tasa de crec-
1 1
imiento del consumo (usando también g = 7o Aak):
¢ 1 1 1a
‘s a-raais’s _(5+p)]:7 (118)
c

Note entonces que podemos relacionar entre sf a las constantes A\ y 7y de la siguiente manera.
Por un lado, respecto a A podemos rearreglar:

A=(1-7)7 o As —(0+n) S A+d+n=(1—7)7 = A (145)
Después, podemos reescribir:

1

7=5|1=1)aAt T = (6 +p)| = 5[ +0+m)a—(6+0)]

1
7
=510+ ma— o+ 501 - a)]) (146)

Entonces
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1—
<:>97+/H—(j( )

=A+n

Oy=AN+n)a—[p+0(1—a)
Por tanto, podemos concluir:

O+ p+o(l—a)
B o

que es la relaciéon buscada entre la tasa de crecimiento ~ y el coeficiente \.
PROPOSICION 1.2/. Para la economia bajo andlisis, los niveles iniciales de consumo y de
capital por trabajador, guardan la siguiente relacién:

A

-n (140)

donde

_[ptd(d—a)—(a—0)7

A=

—n (148)

Demostracion. Por la Proposicién 1.20, la inversion neta k es igual a vk. Es decir

ke .
E—7:>k:—7k

Como parte de los célculos intermedios en la proposicién anterior, sabemos que

k=M —c (144)
luego
vk = Ak — ¢ (149)
entonces
c=A—7)k (150)
En el inicio (¢ = 0),
co = (A=) ko (147)

Ademads, por la Proposicién 1.22:

)\_7:[07+p+(5(1—a)_n]_7 (151)

:97—a7+lp+5(1—a)_n} (a—9)7+[p+5(1—a)

)\_7:{/)4—5(1—0&;—(&—«9)7]_71 (145

y esto es lo que querfamos demostrar.'® [J

18Es suficiente con que 6 > 1 para que el término entre corchetes sea positivo
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Con estas dos herramientas, podemos abordar el resultado principal de esta seccién.
PROPOSICION 1.25. Si la economia descrita en 1.12.1, tiene una tasa de impuestos 7 tal
que

Tr=1-« (138)

entonces se alcanza el médximo bienestar social posible.
Demostracion. Efectuemos el cdlculo de la funcién de bienestar de la sociedad descrita por
este modelo:

o] 1-6
U= / et gy

Obsérvese que un primer requisito para que la utilidad esté acotada, es que p > n. Por (118)
y (130), tenemos que el consumo en todo tiempo viene dado por:

c(t) = cpe (152)

luego

0 = (coew)l_l9 = c(l)’eeV(l’o)t (153)

Sustituyendo (153) en la funcién de bienestar:

b 6170 1 b
U=1lim [ e gt = lim 4 ¢ / o l-n—(1-0)lt gy
b—oo Jq 1—-46 1—0br- 0

Como ha ocurrido anteriormente, véase que para asegurar que la utilidad esté acotada se
requiere que p > n+7 (1 — 0).!? Resolviendo la integral y el limite correspondientes, tenemos

U— 1 g’
1-0|p—n—~(1-20)
Es decir, en términos del consumo inicial, la funcién de bienestar resulta:
) 1-6 _ 1 1 Cl—0
U= [ et dt = 0 154
/0 ‘ 1—10 1-0|p—n—7(1-20) (154)

Tratemos de escribir esta funcién de bienestar en términos de 7, la tasa de crecimiento de la
economia. Para tal fin, retomemos (147) y (148) de la Proposicién 1.23.

co = (A —7) ko (147)

- (148)

N [p+5(1—a)—(a—6’)7] .

luego

19Ver la misma nota al respecto en el modelo AK. De entrada, basta con que 6 > 1, para que se cumpla con
p>n+~vy(1—6)>0. Con mas exactitud, diremos que 6 > 1, porque si § = 1 tenemos una indeterminacién

en io-
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=616
Uy) =1 ! g [p(i - i)v (ﬁ 0)] (155)

y finalmente:

01 g ] [ty

1 { ko Hp+5(1_04)_(a_9)7_0m}10

T1-0lp-n—~(1-0) -
— ﬁjlig lp—n—lv(l—e)} p+5(1—a)—(a—0)y—an]'™
Uly) = 1?9 lptoQ ;f)n—_(i(—lé)_);)—an]” 56)
donde
- ﬁj’ N <%)10 >0 (157)

La cuestion relevante aqui es jcémo se comporta U (y) ante cambios en 7?7 Vedmoslo.
Derivando (156), respecto a -, se tiene:

U,()_Li{[p+5(1—a)—(a—f))v—an]l‘e} (158

fY_l—dey p—n—v(1-146)

of---17°
[(p=mn) =7 (1-0)]
donde para simplificar estamos empleando

U'(y) = s {lI=(@=0)[(p—n) =71 -0)} (159)

[]=lp+i(1—-0a)=(a—0)y—an] (160)

Realizando la resta en el numerador:
[]=(a—0)[(p—n) — (L —60)] = numerador
numerador = [p+ 6 (1 — a) — (@ — 0) 7 — an] — (& — 0) [(p — n) — 7 (1 — 0)]
—(l—a+0)p+6(l—a)—(a—0)(1—1+0)y+(a—0—a)n

numerador = (1 —a+0)p+6 (1 —a)+ (0 —a)by—0n
Por 1ltimo

numerador = (1 —a)p+0 (1 —a)+ (0 —a)fy—0n+0p
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Asi, para que U ' () > 0, se requiere

[ ]=(@=0)[(p—n)—7(1-0)]>0
[ ]>(a=0)[(p—n) =~y (1 -0)]

pto(l—a)—(a=0)y—an>(a=0)[(p—n)—~(1-0) (161)

y esta ultima expresién se cumple por la condicién de acotabilidad: (p —n) —v (1 —6) >0
y con « > . Verifiquémoslo:
En primer lugar, sabemos que p—n >0 y a € (0,1) = p—an > p—n > 0. Ademds,

6(1—a)>0 pues 0 € (0,1)

(o —0)y<0 pues 6 >1y v>0

Nétese que también: — (o — #) v > 0. Luego,

p+o(l—a)—(a—0)y—an>0

mientras que

0>(a—=0)[(p—n)—7(1-0)

Asi, podemos afirmar que

pto(l—a)=y(a—0)—an>(a=0)[(p—an)—7(1-0) (161)

como indicdbamos en lineas anteriores.

Por tanto, como la utilidad se incrementa con la tasa 7 de crecimiento econémico (U ' () >
0), entonces el gobierno debe elegir 7 tal que 7 sea maxima. Pero atencién, esta méxima
tasa de crecimiento (7™**) ya la determinamos en la Proposicién 1.22, de manera que la tasa
de impuesto (7% = 1 — a) que optimiza el crecimiento econémico, también va a maximizar
el bienestar de la sociedad aqui considerada. []

1.13. OTROS ENFOQUES.

En las pédginas anteriores, hemos visto algunos ejemplos del enfoque dominante de la teoria
del crecimiento econémico en los 1iltimos anos. Sin embargo y como justificacién de la pre-
sente seccién, podemos decir que este capitulo introductorio carecerfa de niveles minimos de
suficiencia si se ignorara lo que autores ajenos a la corriente principal también han aportado
al desarrollo de la teorfa. Veamos algunos casos brevemente.

En una de sus dos importantes aportaciones a la economfa matemdtica,?’ en 1937 John
Von Neumann propuso una visién propia del proceso de crecimiento econémico que si bien
despert6 expectativas algunos anos después de su aparicién, éstas no han mantenido hasta

208y otra aportacién y mas trascendente atin fue proponer a la Teorfa de Juegos como el verdadero cimiento
de la economia.
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nuestros dfas tantos seguidores como si ocurrié con otros enfoques no ortodoxos. En este
estudio, Von Neumann utilizé un sistema lineal de produccién y demostroé la existencia de
una maxima tasa de crecimiento y que ésta era alcanzable con la tecnologia especificada,
otorgando un papel principal a las industrias (procesos y bienes) més que a las familias
(trabajo y consumo). Este enfoque pionero ha servido como fundamento para teorias del
crecimiento econémico desarrolladas en el marco del equilibrio general, esto es, analizando a
la economfa en su conjunto pero incorporando un alto grado de desagregacion de los bienes,
en claro contraste con la agregacién presente en los modelos neocldsicos. En este sentido,
Michio Morishima ha sido considerado como el principal continuador de la aproximacién al
crecimiento realizada por Von Neumann.

Por otro lado, el primer modelo realmente popular que podriamos considerar ajeno a los
enfoques neoclasico y endégeno dominantes, es curiosamente uno que antecedié por rela-
tivamente poco tiempo a la propuesta de Solow—Swan y que mencionamos ligeramente al
principio del capitulo: el modelo de Harrod—Domar, que en realidad son dos. En la actuali-
dad, este modelo se suele ensenar en el marco de la versién neoclésica estdndar y se distingue
del enfoque de Solow tinicamente en la funcién de produccién, que se asume como de propor-
ciones fijas o funcién de produccién de Leontief, la cual no cumple con las propiedades de la
funcién de produccién neocldsica. Solow mismo afirmé en su articulo seminal que la fuente
principal de los resultados de Harrod—Domar provenian de la eleccién de su tecnologia pro-
ductiva. En realidad esto es erréneo: con insistencia se ha senalado que las diferencias entre
Solow—Swan y Harrod—Domar provienen de la carencia en unos y la presencia en otros de una
funcién de inversién plenamente definida m&s que de la conveniente eleccién de una funcién
de produccién; sin embargo, el error ha persistido en la biliografia dominante y més atin
se ha olvidado que realmente las concepciones del crecimiento contenidas en las propuestas
originales de Roy Harrod (1939) y Evsey Domar (1946) son distintas aunque guardan simil-
itudes, pues a final de cuentas ambos autores trataron de incorporar en un marco dindmico
las principales ideas de Keynes.

El siguiente modelo tipicamente contrario a las teorfas neocldsica y endégena dominantes,
es el de Nicholas Kaldor (1957). Este autor propuso un modelo de crecimiento en el que
prescinde de una funcién de produccién a la manera neoclésica, y centra su atencién en la
distribucién del ingreso entre capitalistas y trabajadores. Kaldor, a diferencia de Solow—
Swan, encontré que la inversién si era relevante para el crecimiento a largo plazo (tal como
fue “redescubierto” después en la vertiente endégena), al postular una relacién particular
entre progreso técnico e inversion.

Otro enfoque no ortodoxo relativamente popular (pero més reciente) es el de la teoria del
crecimiento econémico restringido por la balanza de pagos (o teoria BPC por sus siglas en
inglés), debida a Anthony P. Thirlwall y colaboradores. En esta corriente de pensamiento,
se considera que la teorfa neoclédsica y los modelos endégenos “estdn demasiado orientados
hacia la oferta y no reconocen suficientemente las diversas restricciones de la demanda que
operan antes que las restricciones de la oferta”.?! En concreto, el énfasis aqui estd dirigido
a economias abiertas cuya disponibilidad de divisas via exportaciones relaja o tensiona la
balanza de pagos, lo que a su vez restringe a la demanda, que en esta versién si tiene un
papel determinante en el crecimiento econémico.

En realidad, ha habido md&s aproximaciones al crecimiento econémico de las que hemos

HThirlwall (2003), p. 40.
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mencionado aqui, omitidas por razones de espacio y porque nos alejarfa de los objetivos de
esta tesis. Dentro de las que destacan, se encuentran: 1) Luigi Pasinetti, quien corrige un
aparente desliz en la l6gica subyacente en la presentaciéon de Kaldor de 1957; 2) Walt W.
Rostow y lo que se conocié como la teorfa del “despegue hacia el crecimiento sostenido”;??
3) Dennis L. Meadows y el Club de Roma al establecer los llamados limites del crecimiento

(1975) utilizando dindmica de sistemas;*® por citar algunos exponentes principales.

Capitulo 2. Dindmica Laboral.

Por lo general, los modelos de crecimiento econémico hacen supuestos muy simples respecto
a la dindmica que rige la variacién de la fuerza laboral. En concreto, se adoptan dindmicas
poblacionales de corte malthusiano o incluso se postula que el tamano poblacional permanece
constante. Pese a ello, muy recientemente se han tratado de incorporar enfoques no malthu-
sianos, aunque en la practica, cuando se trata de verificar econométricamente los modelos
en boga, no se exploran otras dindmicas para describir la evolucién de la mano de obra en
los modelos de crecimiento econémico. ;Qué es lo que se pierde y qué es lo que se gana
al emplear este enfoque simplificador? En esta seccién, revisaremos los esfuerzos previos
para relajar el supuesto de crecimiento exponencial como descripcién de la fuerza laboral, y
abordaremos un par de variantes no malthusianas con la intencién de responder a esta pre-
gunta y, para ello, se hard uso del marco teérico propuesto por Solow. Asi, estudiaremos dos
modelos —ambos més realistas— para analizar el efecto que la versién demogréfica escogida
tiene en el comportamiento del PIB por individuo a corto y sobretodo a largo plazo. En
este sentido, los modelos poblacionales aqui abordados son de tipo no estdndar, respecto a
los encontrados cominmente en la literatura. Se muestran las consecuencias de introducir
ambas descripciones de la fuerza laboral en la versién original solowiana.

2.1. ANTECEDENTES.

Ya desde su articulo seminal, Robert Solow comentaba la posible existencia de muiltiples
estados estacionarios no triviales cuando la tasa de variacién de la mano de obra era funcién
del capital per cépita:

L .
7 =n(k) talque k=sf(k)—[n(k)+d]k (162)

Siguiendo a Solow (1956), supongamos que a niveles muy bajos del ingreso per cépita y*,
la poblacién laboral tiende a disminuir; para niveles de ingreso mads elevados, la poblacion
empieza a aumentar; y luego, para ingresos aun mas elevados, la tasa de crecimiento de-
mografico n, se estanca y empieza a declinar. El resultado se aprecia en las Figuras 2.1 y
2.2.

22Rostow (1961) y Krugman (2000), p. 36 y 37.
B Meadows (1975, 1993).
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inversion

Figura 2.1. Diagrama de Solow para una poblacién variable.

Podemos ver que en contraste con el rayo de la Figura 1.2, ahora n + § es curvo, con una
forma dependiente de la relacién existente entre el crecimiento demografico y el ingreso real.
En cuanto a los estados estacionarios, ahora hay dos no triviales, £* y k**. El primero es
dindmicamente estable pero k** es inestable.?* Si k* < kg < k**, la economia convergera a
k*. Pero, si ko > k**, se iniciard una expansién autogenerada del ingreso y el capital por
unidad eficiente de trabajo.

Figura 2.2. Plano-Fase asociado a la poblacién variable de la Figura 2.1.

2Respecto a k*, se tiene que si 0 < ko < k* : sf (k) > [n(k)+ 8]k = k > 0; si k* < ko < k™ :
sf (k) <[n(k)+ 6]k =k <0. Respecto a k**, retomamos que en k* < kg < k** : k <0 y ademds notamos
que si k** < ko : sf (k) >[n(k)+dk=FEk>0.

68



En realidad, Solow abordé esta posible dindmica laboral sélo con el objetivo de mostrar
escenarios en los que podrian presentarse resultados diferentes al estado estacionario no
trivial, estable y tnico que describimos en el capitulo precedente. No tenfa una intencién
de generalizar su modelo o hacerlo més realista al introducir una dindmica poblacional mas
acorde con las estadisticas demogréificas nacionales.

Por otro lado, el trabajo de Solow estuvo influido por una aportacién previa de Haavelmo,
con caracteristicas en parte similares a su enfoque dindmico continuo, pero que esencialmente
se traté de un trabajo més de corte mecanicista en el sentido de que su objetivo era proponer
formas funcionales plausibles, y no tan enfocado al desarrollo de una teorfa econémica como
tal. En sulibro, “A Study in the Theory if Economic Evolution”, T. Haavelmo da una serie de
modelos tendientes a describir la evolucién econémica de un pafs o regién, mediante sistemas
de ecuaciones diferenciales que ligan cuatro factores econémicos fundamentales: poblacién
(L), capital (K), producto (V') y un cuarto factor que llama nivel de conocimiento tecnoldgico
(A). Se da un repertorio de modelos que varian segun las condiciones del problema y el tipo
de funciones que se utilice; un ejemplo es el de una economia descrita por el siguiente sistema:

L L

L _,_3= 1

7 By (163)

Y = alL + (ZQK (164)
K =Y + byl + b3 K (165)

En este modelo, el crecimiento poblacional estd en parte determinado por el nivel de produc-
cién (o ingreso) que la regién puede proporcionar, y no sélo por la tasa natural malthusiana.
Por el lado de la produccién y de la acumulaciéon de capital, vemos que estdan determina-
dos por la cantidad de mano de obra y de capital disponible pero bajo formas funcionales
en desuso. La parte a destacar por nosotros, tiene que ver con el hecho de que hay més
trabajadores cuanto mas crece el ingreso per capita disponible, segiin (163).
Otro esquema del mismo autor, preserva la dindmica de las ecuaciones (164) y (165), pero
incorpora dos diferentes influencias en el crecimiento de la mano de obra: el caso cuando
la tasa de nacimientos varfa inversamente con el nivel de conocimientos tecnolégicos, A, y
directamente con la cantidad disponible de capital; lo anterior expresado como sigue:
L__a 3L (166)
L 1+0A K
De manera adicional, se asume que el nivel de conocimientos técnicos varia de forma direc-
tamente proporcional con el capital por trabajador:

K
A=+ o (167)

Esta descripcién de la mano de obra asocia a las regiones tecnolégicamente més avanzadas
con una fuerza laboral menor, y viceversa: las naciones tecnolégicamente rezagadas tenderdn
a tasas de natalidad mayores. Ademsds, en el modelo se otorga un efecto positivo al nivel de
capital por trabajador, i.e. entre mds capital acumula un trabajador, mayor es su tasa de
reproduccién.
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Tanto en este segundo esquema (ecuaciones (163) a (165)), como en el primero (ecuaciones
(164) a (167)), Haavelmo se limité a mostrar las condiciones de estabilidad de los estados
estacionarios asociados.

Como puede verse, al haber sido una obra presentada antes de la propuesta de Solow—Swan,
en el trabajo de Haavelmo se permite una mayor variedad en el comportamiento de, por
ejemplo, las funciones de produccién y la variacién del capital, enfoque que en esta tesis
identificamos simplemente como Pre-Solow (véase cuadro 2.1), pero en el que ya pueden
verse algunos intentos de endogeneizar la dindmica laboral y no simplemente asumirla como
exponencial o malthusiana.

Varios anos después de la version de Solow—Swan, en 1977, Paul Robertson y Stanislaw
Wellisz realizaron la extensién quiza maés sencilla posible de la dindmica laboral mediante la
incorporacién de un término de migracién laboral, en el marco de un modelo neoclésico de
dos sectores: uno agricola y otro urbano:

Lo=niLo =M (168)

L,=n,L,+M
donde M es el niimero de migrantes de un sector a otro, n; es la tasa de crecimiento natural y
los subindices a y u, indican el sector correspondiente (agricola o urbano, respectivamente).
El objetivo de este trabajo estaba dirigido al andlisis de la brecha salarial existente entre
sectores, y en el desarrollo del mismo no fue necesario determinar explicitamente el estado
estacionario de la economia, mds bien éste se analizé de forma gréfica. De manera que,
aunque se realizé un relajamiento de la hipétesis de crecimiento laboral malthusiano, este
tema no era el punto central de la investigacién y no se obtuvieron trayectorias temporales
completas ni una expresion explicita del estado de equilibrio.
Mids recientemente, en 2003, Scarpello y Ritelli, si se enfocaron en el efecto de dindmicas
poblacionales alternativas sobre el crecimiento. Escogieron una versién logistica o de Verhulst
para describir la variacién de la fuerza laboral, e integraron de forma cerrada la ecuacion
fundamental de Solow via la funcién hipergeométrica oF;. Los autores encontraron que el
supuesto verhulstiano de crecimiento laboral induce una dindmica méds lenta en el sistema,
pero se conserva la estabilidad.
A partir de este reporte se ha iniciado una avalancha de desarrollos complementarios y/o
alternativos para explorar a profundidad el efecto de relajar la hipdtesis malthusiana en el
modelo de Solow—Swan, como se resume en el cuadro 2.1.
Un comentario especial merece la presentaciéon que Barro y Sala—i—Martin hacen sobre el
impacto de la migraciéon. En realidad, parten de una investigacién anterior debida a Braun
(1993), que consta de analizar ciertamente los efectos migratorios pero considerando funda-
mentalmente que la migracién también implica la movilidad de capital humano, siendo esta
movilidad de capital més relevante en el anélisis.
En esta tesis no se estd en desacuerdo con esta aproximacién que de hecho podria ser mas
completa. Sin embargo, dicha linea de investigacién se aparta de lo que es nuestro punto
de interés: las implicaciones de la eleccién del comportamiento laboral en el modelo de
Solow—Swan, sin efectos asociados como la movilidad o no de algunas formas de capital.
Del resto de los trabajos que comprenden el drea analizada en este capitulo, podemos ver
que hay una tendencia a abordar dindmicas laborales no estandar como la propia logistica,
la de von Bertalanffy
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L(t) = Lo — (Loo — Lo) " (169)

que es solucién del problema de valor inicial

L=r(Le —L)

LO) = Ly (170)

donde L, es la capacidad de carga del ambiente, y r es una constante que determina la
velocidad con la que la fuerza laboral alcanza la asintota L..; o la ley de Richards, que es
una generalizacién de von Bertalanffy:

L(t)= ——"2 (171)

d=1In [(LL—?Y - 1] (172)

y que resuelve el problema de valor inicial

L=rL {1 - (iﬂ (173)
L(0) = Ly

Estas investigaciones, ya sea en el marco de Solow o de Ramsey, tienen un marcado interés en
el estado estacionario (estabilidad, determinacién explicita del mismo, demostracién de exis-
tencia y unicidad, etc.). Obsérvese que la mayor parte de estos trabajos fueron desarrollados
por E. Accinelli y J. G. Brida.

Un aspecto también destacable es la casi nula modelaciéon de la tecnologia como factor
productivo, y la frecuente ausencia como elemento a considerar en el crecimiento econémico.
La razén méds obvia de esto, radica en que este hecho funge como simplificacion al enfatizar
cada uno de los comportamientos propuestos en la mano de obra. En este capitulo, se tomara
en cuenta al avance tecnolégico como un factor determinado exégenamente, para abordar su
posible modelacién con més detalle en el tercer capitulo.

Por 1ltimo, destacamos en esta breve revisién el trabajo de Pieretti y Zou (2007), en partic-
ular por su relacién con este trabajo de tesis. Pieretti y Zou realizaron una extensién a la
versién solowiana del crecimiento, mediante el anélisis de una fuerza laboral agregada que
permite la emigracién. En concreto, consideran una poblacién consistente de trabajadores
no calificados (IV, con tasa de crecimiento exégena ny > 0) y que no emigran, y de traba-
jadores calificados (R) que son potenciales emigrantes. Los autores denotan por E el flujo
de emigracién. La tasa natural de crecimiento de la mano de obra calificada estd dada de
forma exdégena por ng. El movimiento de la mano de obra calificada se expresa como sigue:
R =ngrR— E, por lo que la tasa de crecimiento de la fuerza laboral calificada que no emigra
estd dada por

donde

R E
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Finalmente, se asume que la fuerza laboral combinada estd gobernada por la siguiente funcién
tipo CES:

L=pRP+(1-bNP]7,  —1<f<cc (175)

donde el pardmetro b € (0, 1) cambia en la medida que el pardmetro de sustitucién 5 varia
entre —1 e co. Pieretti y Zou encuentran que hay formas de evadir la estabilidad asintética
tipica de Solow—Swan y derivan una caracterizacién analitica de la dindmica de transicién
del modelo. Esta investigacion y la desarrollada por Robertson y Wellisz son antecedentes
directos del trabajo a realizar en la seccién 2.3 de esta tesis, mientras que en el apartado 2.4
se complementa la investigacién de Scarpello y Ritelli.

En perspectiva, y como conclusién de esta seccion, podemos ver que los trabajos desarrollados
en torno a la relajacion del supuesto malthusiano en la dindmica laboral, generalmente
carecen de la determinacion de soluciones cerradas o de trayectorias temporales completas
(i.e. la dindmica de transicién), mientras que el anélisis del estado estacionario suele ocupar
todo el esfuerzo de investigacién. En esta tesis, se pretende abordar esa drea de oportunidad
para tener el esquema completo en algunas de las diferentes versiones no malthusianas que
pueden ensayarse para generalizar o mejorar el modelo de crecimiento econémico de Solow—
Swan.

2.2. MALTHUS EN EL MODELO DE SOLOW-SWAN.

Recordemos que en el modelo de Solow (y en la mayor parte de la literatura), la tasa de
natalidad estd dada por:

L
7=a (176)

donde a > 0. Si empleamos una funcién de produccién especifica, por ejemplo la de Cobb—
Douglas (con progreso técnico aumentador del trabajo):

Y = K(AL)' ™ =y = k° (177)

entonces podemos obtener una solucién cerrada para el capital y por ende para la produccion
por unidad de eficiencia laboral:

(&3

S S 1=a
1) = kl—oz o —(1—a)(a+g+0)t 178
v () {a+g+5+(o a+g+6)6 (178)

que en el largo plazo, origina la siguiente expresién de estado estacionario:

o

] . S -«
fim (0 =y = | (179
Utilizaremos estos dos tultimos resultados (ecuaciones (178) y (179)) para su comparacién
con otras tasas de evolucién laboral.

Para empezar, recordemos los supuestos en los que se basa el modelo malthusiano de crec-
imiento poblacional:

1. El espacio es ilimitado (no hay restricciones en el espacio que ocupa la poblacién);

72



2. Los recursos son ilimitados (i.e. se asume la ausencia de restricciones en alimentos, fuentes
de energia, etc.);

3. El medio es homogéneo (los recursos estédn distribuidos de manera homogénea);

4. La poblacién estd aislada (en el sentido de que no hay depredadores ni tampoco pardsitos);
5. La poblacién estd cerrada (no hay emigracién ni tampoco inmigracién); y

6. La poblacién es homogénea (los individuos son indistinguibles entre sf).

De manera que, las consecuencias del modelo de Malthus, sélo son aceptables si se cumplen
las premisas anteriores. El problema es que es muy dificil encontrar ejemplos en la realidad
que verifiquen los siete supuestos (quiza las bacterias en un vaso de Petri y eso durante un
lapso breve de tiempo nada més). Por mucho, la poblacién humana no verifica el escenario
malthusiano, de manera que se vuelve urgente un modelo de crecimiento econémico que
incorpore una dindmica poblacional méds apropiada para describir la poblacién humana y
por ende la laboral, pues se asume que la segunda es una fraccién de la primera y hereda su
dindmica.

De esta forma, si relajamos algunos supuestos (uno por cada vez) se obtienen diferentes
dindmicas poblacionales, que de hecho son méas complejas pero también mads realistas, en
particular para poblaciones humanas. Esto es lo que haremos a continuacion.

2.3. CRECIMIENTO EXPONENCIAL CON EMIGRACION.

Es de esperarse que un cambio en las hipétesis malthusianas modifique el escenario original
de Solow—Swan. En esta seccién, analizaremos los efectos de relajar el quinto supuesto de
Malthus, es decir nos plantearemos qué pasa cuando tomamos en cuenta la migracién laboral
que sufre la economia, de manera que la trayectoria temporal de la mano de obra estd regida
por (180) y ya no por (176), donde:

L:aL—E:M”L(t):z:a—

cona, F >0 ytal que E = cte. es el pardmetro que representa la emigracién; nétese también
que la solucién general de (180), es

. L E
— 180
i (180)

E E
L(t) = —+ (Lo - E) e (181)
donde L (0) = Lg representa la poblacién inicial. Con esto en consideracién, podemos

formular la siguiente

PROPOSICION 2.1. Bajo una funcién de produccién Cobb-Douglas (y = k%), en el marco
del modelo de Solow con progreso técnico exégeno y aumentador del trabajo, y una dindmica
laboral con emigracién descrita por la ecuacién (180), la trayectoria temporal del producto
por unidad eficiente de trabajo estd gobernada por:

—at S(M—l Ta

se E )
g+0 + a+g+6 +

1
v = | (1)
( E 1) +em (LQa) klfa s 8(%_1) e—(l—a)(a+g+6)t
E 0 g+0 a+g+4
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Demostracion. Sustituyendo el modelo demografico (180) en la ecuacién de acumulacion de
capital:

k:sf(k)—<%+%+5>k:sf(k)— <%+g+5>k

se obtiene
. E
l{:zsf(k)—(a—f+g+5)k: (183)
y usando y = k¢,
. E
kzsk“—(&—f%—g%—é)k (184)
Si utilizamos la siguiente reexpresién del término laboral originalmente expresado por (181):
E aLO
L(t)=—|1 — —1])e* 1
0= |1+ (1) e (185)
E a
L 14 (%0 —1)en (186)
Sustituyendo (186) en (183):
k=sk®— |a— a +g+0|k
N 1+ (o — 1) et 7
k+{g+d+all ! k= sk® (187)
al|l— =5
g 1+ (2o — 1) ot
La anterior es una ecuacién diferencial de Bernoulli, con forma general:
E+RtkE=V(t)k™ (188)
donde
m=«
R(t)=g+6+a|l— L
- CE

Vit)=s

la cual, podemos linealizar mediante el cambio de variable z = k'~ obteniendo asf la
siguiente expresion:

]z:(l—a)s (189)



que es mds sencilla de resolver dada su naturaleza lineal y orden uno. Por el método del
factor de integracién y con un poco de trabajo algebraico adicional, tenemos que la solucién
de (189), es:

S
= + +-e
1+ (%0 —1)est |g+6 g+d4+a s

z (1)

alL at
1 (% — 1) € d (g+5)t] (190)
donde d es una constante de integracién. Como z = k7%, ie. k = zﬁ, entonces

1
alL at T-a
1 + (ﬁ B 1) € _I_ iie_(g‘f'é)t (191)
g+o g+i+a s

k(t):{u(%—l)eat

Por tanto, en t = 0:

1

S -«
R

k(0) = -t +§] B

g+o g+d+a s

s\ [ 1 (Le—1) 4]0
= - = 192
£ (0) <aL0/E) g+d  gt+dta s ko (192)
tal que
aLo/EN 1o 1 (-1) d
ki = + -
s g+0 g+d+a s
G,LO 1— S S(%l—]_)
d=|— ) ki — 193
= (E) 0 g+5+ g+o+a (193)

Sustituyendo la expresién para la constante de integracién d en (191), habremos determinado
la trayectoria completa del capital:

s 8<—QaL —1)6‘“ l-a
pre e R
k(1) = Ql
L+ (aé o 1) et alg) 1.1-a s 5<aL _1) —(g+6
l( ) ko * = gt |

o también (usando de forma apropiada el término: e~)

se—at 8<£Q—1) -
k(t) = (194)
e+ (%Q - 1) aLo\ 1.1—a s s 1) | _(atgts
(o) b = 325 + L e-cenmron

Finalmente, y retomando el hecho de que y = k%, obtenemos la expresién general para la
evolucién temporal de la produccion:
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o
—at S(ﬂ—l jyet

se E )
1 g+0 + a+g+6 +

Yy (t) ( L 0
e 1) 4 e—at s(“ko 1)
E alg 11—« s —(1—a)(a é

( ) ]{30 g+0 afg+6 € ( Jargtor

Pese al resultado marcadamente contrastante de la Proposicién anterior con la versién origi-
nal de Solow, en el largo plazo, los perfiles estacionarios guardan una relativa similitud, como
se muestra a continuacién.

PROPOSICION 2.2. En el marco del modelo de Solow con progreso técnico aumentador del
trabajo, y una dindmica laboral con emigracién descrita por la ecuacién (180), se tiene que
en el estado estacionario de la economia, la producciéon por unidad eficiente de trabajo estd
dada por:

o

S T-a :
<a+g+6) , si Lo # %
limy(t) =y* = (195)

t—o00 a
s l—« . o E
<g+5) ; Sl Lo = a

Demostracion. Hay dos formas de abordar la situacién de estado estacionario.?” La primera,
consiste en el calculo directo del limite en la expresién (182), si Ly # E/a:

. B 1 s (e — 1) ﬁ_ s ﬁ_*
tlir?oy(t)_{(%—l) a+g+(5} _<a+g+(5) —Y

resultado que es exactamente igual a lo que ocurre con un modelo malthusiano sencillo como
dindmica poblacional. Para el caso en el que Ly = E/a:

o

1 [se s T-a
t) = Y 8 —(1—a)(a+g+0)t
v () {e—“t lg+6 (“ g+6>€

[e3

s s T-a
S fl-o —(1—a)(g+o)t
{g w5 " < © g+d ) ‘

[e3

;‘limy(t)Z( ° )ﬁzy*

t—o0 g+5

La segunda forma de abordar el estado de estacionario, consiste en la consideracién de que,
por definicién: k£ = 0 . Si utilizamos esta condicién en (184), podemos determinar los puntos
de equilibrio para cada caso particular. Veamos.

E
O:ska—(a—z+g+5)k

Z5En (195) estamos incluyendo el caso Ly = E/a sélo para cubrir todos los escenarios posibles, pero en
realidad dicha situacién corresponde a una poblacién constante, por lo que su importancia es secundaria
para nuestro objetivo.
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s
g+é+ (a—£)
. Qué ocurre con el término poblacional? Recordemos que

L(t)= % [1 + (%L” - 1) eat] (185)

= kT =

(196)

luego

E/a,si Ly =E/a
lim L(t) =4 oo, siLy>FE/a (197)
e —o0, si Ly < E/a

Con esto, en t — oo y cuando Lg # E/a, se tiene

E
g+5+(a—f):g+5+(a—0):g—|—5—|—a (198)

Sustituyendo (198) en (196), concluimos que el producto por unidad laboral eficiente estd
dado por

1 o

s T s Ta
=k = — =y =FkK)" = —
(a+g+5) y (k) (a+g+6)

Anslogamente, en t — 0o y cuando Ly = F/a, tenemos

E E
g+5+<a—z)=g+5+<a—%):g+5 (199)

o\ N
:>k*: = * k*a: D
<g+5) v =) <g+5)

Asi, por lo observado en las Proposiciones 2.1 y 2.2, podemos concluir que ain cuando a
corto plazo sf existen diferencias entre el modelo de Solow cuando la poblacién tiene o no en
consideracién a la emigracion, tales diferencias practicamente desaparecen en el largo plazo,
pues ambos modelos convergen a estados estacionarios similares. Ilustramos estos resultados
en las Figuras 2.3 y 2.4 (en las simulaciones correspondientes hemos utilizado: o = 0.4,
s =10.16,a=10.02, § = 0.04, kg =1y L(0) = Ly = 20).
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Modelo de Solow con y sin Emigracién.

24

—— Con emigracién, E=0.2
—&— Sin emigracion

PIB per capita
o

0 30 60 90 120 150 180 210

tiempo

Figura 2.3. Contraste inicial entre el modelo de Solow original y el modelo con emigracion.

Efecto de la Emigracion en el Modelo de Solow.

21

—8— Sin emigracion
—&— Con emigracion, E=0.05
—M— Con emigracion, E=0.20
—4— Con emigracion, E=0.30

PIB per capita

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

tiempo

Figura 2.4. La emigracion afecta el corto plazo, pero no al estado estacionario de la
economia.

Un aspecto adicional a destacar, es el hecho de que en la medida que la emigraciéon se
incrementa, en el corto plazo pueden alcanzarse niveles mayores de PIB per cépita respecto
a los del estado estacionario; sin embargo, ain en esos casos dicho efecto no es permanente
y el PIB per cépita converge a su valor de equilibrio, como se muestra en la Figura 3. Por
supuesto, no es una buena idea pensar en la emigracién como un mecanismo para alcanzar
valores mayores en el PIB per cdpita, aunque sea por un plazo corto de tiempo; y la razén
es simple: la poblaciéon puede soportar ciertas tasas de emigracién pero no cualquier tasa,
en concreto, para que la poblacién sea nula basta con que
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t 1l £
= — In —_—
a E—G,Lo

medido en anos o periodos de tiempo. Asi, el aumento discriminado del pardmetro E conduce
en determinado momento a la desaparicién de la mano de obra; luego, por el supuesto de
esencialidad de los factores, no habra produccion si uno (o ambos) de los factores productivos
(capital o trabajo) es nulo; por tanto, si se propicia que la emigracién sea alta para alcanzar
un mayor PIB per cédpita, puede presentarse un escenario contraproducente en el que la
poblacién desaparece y no habrd produccion en la economfia.

2.4. CRECIMIENTO LOGISTICO.

Si ahora relajamos el supuesto de que el espacio es ilimitado, i.e. si aceptamos el hecho de
que la tierra es finita, podremos usar el siguiente modelo logistico de crecimiento de la fuerza
laboral:

: L
L:aL—bL2:>n(t):Z:a—bL (200)

donde b > 0, y a # 0. Asi, en este modelo, la tasa de crecimiento tampoco es constante, mds
bien es proporcional a la cantidad que le falta a la poblacién para llegar a su limite maximo
de capacidad del medio. Ademas, la solucién general de (200), es

L(t) = a

b+ <Lio — b) e—at
con L (0) = Lo como condicién inicial de (200). Veamos ahora el efecto de esta dindmica
logistica en la version solowiana del crecimiento econémico.
PROPOSICION 2.3. Bajo una funcién de producciéon Cobb-Douglas (y = k%), en el marco
del modelo de Solow con progreso técnico exégeno y aumentador del trabajo, y una dindmica

laboral logistica descrita por la ecuacién (200), la trayectoria temporal del producto por
unidad eficiente de trabajo estd descrita por:

(201)

_o
a —at -«
sl—r7——1)e
s(ag=t)e

1 a+g+9d
y(t)= | 7——~— a (202)
(85 = 1) e () e 55~ L) v

S
g+é +

bLo g+o a+g+4

Demostracion. Si incorporamos el modelo demografico (200) en la ecuacién fundamental de
Solow:

k=sf(k)— (%+%+5>k
k=sf(k)—(a—bL+g+06)k (203)

y como y = k* por Cobb—Douglas:
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k=sk*—(a—bL+g+0)k (204)
A continuacién, vamos a reexpresar el término laboral original
L(t) = ¢ (201)
b+ (45— b) e

como sigue:

L(t) = (205)

Sustituyendo (205) en (203):

- b
=sk*—dg+o+a— ¢ k

b1+ (55 - 1) ]

k+{g+d+all— ! k= sk® (206)

a __ —at

1+ (bLO ) e

Tal como en la demostracién de la Proposicién 2.1, la ecuacién fundamental resulta ser una
ecuacion diferencial de Bernoulli, con forma general:

k+Rt)k=V(t)k™ (188)

donde los términos m y V (¢) son idénticos, pero no asi R (), que si muestra una ligera
diferencia:

1
a _ —at
1+ (bLO ) e 4
Sin embargo, nétese que incluso la forma funcional de este nuevo término R (t), es la misma
que la del término R (t) de la seccién precedente y que describe una poblacién exponencial
con migracién, de manera que el procedimiento analitico a utilizar aqui es idéntico paso a
paso al empleado en la demostracién de la Proposicion 2.1, por lo que ya no lo describiremos

de nuevo.
La solucién analitica para el capital, resulta ser:

R(t)=g+d+a|l- (207)

s ﬁ_l —at 11—«
S 0
1 g+o 9ot T
k(1) = (208)
iy 1) e +1 o \pica s St ] s
<”L° [(E) ko = g+ |

Por tltimo, por el supuesto de funcién de produccién Cobb—Douglas, y = k¢, obtenemos la
trayectoria temporal completa de la produccion:

80



o
1)e—at jet

s #7
) g5 T T grera T
v = ( 1) ‘41 (st5-1)
oo — l)e "+ o \pi—a _ s ST | (g4s
Pho l(m) ko ® = g5+ —orera | © (oo

PROPOSICION 2.J. En el marco del modelo de Solow con progreso técnico aumentador del
trabajo y una dindmica laboral logistica dada por la ecuacién (200), en el estado estacionario
de la economia la produccién por unidad laboral eficiente viene dada como sigue:

e

( s )m,siLo;«é% & a <0

a+g+6
limy(t) =y* = (209)

t—o00 a

(55)7 "  siLo=¢ 6si Lo#¢ &a>0

g+9o

Demostracion. Recordemos que, por la Definicién 1.1, en el estado de equilibrio: k& = 0 .
Entonces, la ecuaciéon fundamental queda:

0=sk®—(a—bL+g+0d)k

s
g+ 6+ (a—>bL)
Pero también podemos determinar los términos de poblacién en el largo plazo. Recordemos
que

= ko =

(210)

L(t) = (201)

tal que (Lo > 0)

0, sia<0
Si Lo # 3 limy o L(t) =
g,8ia>0 (211)
SiLg=3: lim;_o0 L (t) = ¢
Asi, en t — oo para el primer caso, tenemos
g+0+(a—bL)=g+5+(a—0)=g+d+a (212)

Sustituyendo (212) en (210), podemos concluir que el producto por unidad eficiente de
trabajo estd dado por

1 o

S l-a S 1—a
=k = — =y =FkK)=|——
(a+g+5) v =) <a+g+6)

De la misma forma para los dos casos restantes, en ¢t — oo:
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g+5+(a—bL):g+5+(a—b%):g+5 (213)

=k =— =y = (k") = O
<g+5) v =) <g+5)

De nueva cuenta, podemos observar que hay diferencias importantes en cémo se aproxima
el capital a su valor de estado estacionario (estas diferencias estén dadas por cada versién
de encontrada), pero, en el largo plazo, se alcanzan estados estacionarios similares o a veces
idénticos, segiin la combinacién de pardmetros y condiciones iniciales del modelo logistico.

2.5. CRECIMIENTO LOGISTICO CON EMIGRACION.

Una aproximacién que no se ha ensayado en la literatura del crecimiento, es cuando la
dindmica laboral posee comportamiento logistico pero simultdneamente se considera la posi-
bilidad de migracién.

Una poblacién que crece d la Verhulst con emigracion, experimenta la siguiente dindmica

L=rL (1-%)-&7 (214)

con L (0) = Ly y donde E es un coeficiente de emigracioén, tal que E,r,C' >0y C > 4E/r.
Por lo tanto, la tasa de crecimiento laboral es

L L\ E
La solucién de (215) es
1
L(t)= , + P (216)
(57 + 50)  — 50

donde los nuevos términos S y P, son

B=y[r?— —= (217)

1 4Er
— = 2
P 5 <C+ C c ) (218)

PROPOSICION 2.5. En el marco del modelo de Solow con progreso técnico aumentador
del trabajo, y una dindmica laboral logistica con emigracién dada por la ecuacién (214),
entonces la emigracion si tiene efectos en el estado estacionario de la economia. Méds atn, la
produccién por unidad laboral eficiente viene dada como sigue:

o

sPC T—a .
[PC(9+5)+f(C—P)—Ec] ,siLy#AC—P
imy(t) =y = (219)

sLoC —a X B
[L00(9+6)+r(()C_L0)_EC] ,siLy=C—-P
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donde P = P (F). .
Demostracion. En el estado de equilibrio de la economia: k& = 0, luego

o !

o — 5 220
R PRy (220)

Veamos que, por (216),

P siLy£AC—P
lim L (t) = (221)
fee Lo, siLo=C — P

Para el caso més realista en el que Ly # C' — P, se tiene

g+5+[r(1—é)—%]:g—|—5+[r<1—g>—§} (222)

Asi, sustituyendo (222) en (215), podemos concluir que el producto por unidad eficiente de
trabajo estd dado por

= k' =

grorr(1-L) L

Q

o también

1 e

1 sPC ﬁ:> . sPC T
“|PC(g+0)+r(C—P)— EC Y = PC(yg+d8)+r(C—P)—EC

habiendo hecho uso de

9+5+{r(1—g)—%] =g+5+[%(0_P)_%] :9+5+{T<0_1§2~_EC}

P) E}:PC’(9+6)+T(C’—P)—EC (223)

Por el contrario, si Ly = C' — P, entonces en t — 00 :

g+5+[r(1—é)—%]=g+5+lr(1—%)—% (224)

Procediendo como en el caso anterior, concluimos que el producto por unidad laboral eficiente
estd dado por




o lo que es lo mismo

1 e

/{;*—|: SLOC :|ﬁ:> *_|: SLOC 1-a
| ZoC(g+0) +7(C—Lo) — EC Y T LC(g+0) +7(C— Ly) — EC

pues

g+5+[r(1—@) E}ZLOC(%L(SHT(C_LO)_EC (225)

LyC

Como puede verse, en ambos casos la emigracion estd presente en el estado estacionario, en
claro contraste con lo encontrado en las Proposiciones 2.2 y 2.4. [
En este punto, la pregunta obvia serfa si es posible determinar el efecto de la emigraciéon en
el estado estacionario, parte de la respuesta la damos en el siguiente:
COROLARIO 2.1. Bajo las condiciones de la Proposicién 2.5 y para el caso en el que Ly =
C — P, la emigracion tiene un efecto positivo en el valor de equilibrio de la produccién laboral
eficiente de la economfa, si la poblacién inicial y la cantidad de trabajadores emigrando es
tal que se cumple la relacion: Ly (g +6) > E.
Demostracion. Por la Proposicién 2.5, el valor de equilibrio de la produccién cuando Ly =
C — P, estd dado por

SL()C :| Ta

Para determinar la naturaleza del efecto de la emigracién E, en y*, podemos calcular

lin ()= = | (226)

(&3

83/* _i SLOC 1-a

a sLoC } a7l g

_ SLOC
C1—a |[LC(g+6)+7(C— L) — EC

dyr o« { sLoC? } [ sLoC ] —

(227)
Obsérvese que
Q

1_a>0
pues 0 < a < 1, y ademds

L 2

sLoC 2> 0 (228)
Por otro lado, si Ly (g + 0) > E, entonces
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Luego,

oy*
OF

Nétese que la validez de (229) se debe a que si retomamos Ly = C — P (i.e. C — Ly = P),
se tiene

>0 (230)

LoC(g+0)+7(C—Lo) = EC = LoC(g+6)+rP—EC
= [Lo(9g+0)—EIC+rP

y como r, P, C' > 0, podemos ver que el signo de LoC (g+0) + r (C — Ly) — EC  sélo
depende de la relacién de magnitudes entre los términos Ly (g +6) y £. O

En un trabajo adicional, lo interesante serfa verificar si el mismo efecto positivo del Corolario
2.1 también se verifica para el caso en el que Ly # C' — P.
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Para finalizar la seccién, en el Cuadro 2.1 hacemos la comparacion entre los resultados aqui

desarrollados y los avances reportados en la literatura.
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Capitulo 3. Tecnologia.

Es bien sabido que la tecnologia o el avance tecnolégico juega un papel marcadamente pos-
itivo en el comportamiento de la economia de las naciones, de manera que se han realizado
varios esfuerzos por modelar mateméticamente su efecto en el crecimiento productivo y en el
bienestar de la sociedad. Por ejemplo, en el capitulo primero de esta tesis, hemos visto cémo
la tecnologia es el motor del crecimiento en el modelo de Solow. En este tercer capitulo,
realizamos una extensién al modelo de Nelson—Phelps de innovacién tecnolégica para incluir
consideraciones de politica econémica que permitan influir en el progreso técnico local, todo
esto en el marco de la teorfa neocldsica del crecimiento econémico y con base en la evidencia
empirica. Los paises considerados difieren sélo en sus propias capacidades de innovacién
tecnoldgica y en su capacidad de asimilacion técnica, asi como de pardmetros estructurales
como son la tasa de ahorro y la de natalidad.

3.1. INTRODUCCION.

.Cual es la situacion actual de la ciencia y la tecnologia en nuestro pais? A grandes rasgos,
podemos mencionar que la ciencia y tecnologia en México se ha caracterizado por la presencia
de exponentes destacados pero solitarios y no tanto por escuelas de pensamiento “completas”,
como ha sido el caso en las artes; por ejemplo, la corriente muralista en pintura, integrada
por Diego Rivera, David Alfaro Siqueiros, José Clemente Orozco, etc. y sus seguidores
en México y todo el mundo a principios del Siglo XX. Por el contrario, los cientificos y
tecndlogos mexicanos aunque han contado con varios casos de desempeno sobresaliente a
nivel internacional, generalmente han representado casos aislados y heroicos de voluntad
personal méds que ser el resultado de politicas ptiblicas decididas a incentivar el desarrollo
cientifico nacional. Las estadisticas de apoyo gubernamental son muy claras al respecto,
como puede verse en el siguiente cuadro.
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o0z | e tiD | s alD
America Latina 356 0.5
Argentina 54 5 0.4
Brasil 58.0 0.é
Chile 442 07
Costa Rica 15.6 0.3
El Zalvador 15.8 0.3
Mexico 20.7 .4
Panama 18.2 0.4
Truguay 311 0.1
Corea del Sur 434.0 2.8
Ialasia 22.8 0.2
Singapur f28 2 1.1
Aunstralia 5216 1.7
Canada 507.4 1.6
Finlandia 1,300.% 2.5
Mueva Zelanda 291.2 1.1
Horuega 956 8 18
Suecia 1,7087 34

Cuadro 3.1. Inversion total y délares disponibles por trabajador en I4+D. Fuente: de
Ferranti et al (2003), p. 42.

En este primer cuadro, se muestra que en México se cuenta con un apoyo gubernamental
a actividades de I+D, porcentualmente equivalente al resto de los principales paises lati-
noamericanos; no obstante, la cantidad de délares por trabajador dedicado a actividades
cientificas, es marcadamente menor a la de Brasil, Argentina y Chile, quienes tienen el lid-
erazgo en este sector; mds ain, México se ubica por debajo de la media latinoamericana
en cuanto a los recursos disponibles en délares por cientifico y/o tecnélogo. El contraste es
todavia mayor con respecto a los tigres asidticos y los pafses europeos.
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} Gasto en I+D

AT 2005 como potcentaje
del PIB
Suecia 4.27
Finlandia 341
Tapén 307
Estados Unidos 214
Alemania 2.51
Dinamarca 2.40
Francia g
Eeine Tnido 1.886
Ttalia 111
Espafia 095
Pottugal 085
(Grecia 0&5
Meéxica 0.40
Promedio 2.07
OCDE

Cuadro 3.2. Porcentaje del PIB dirigido a I+D; contraste México-OCDE. Fuente: Foro
Consultivo Cientifico y Tecnolégico (2006), p. 6.

En el cuadro 3.2 podemos ver un comparativo del porcentaje del PIB que algunos paises
de la OCDE destinan a investigacién y desarrollo; en promedio, los miembros de la OCDE
ocupan el dos por ciento de su ingreso nacional a ese sector, pero en México sélo se asigna
un 0.4 % a tal rubro, porcentaje por debajo de naciones como Grecia y Portugal.
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Foblacién, en : Cientifices por Publiu:amonesl
. Mumero de o cotno porcentaje
millones S millén de :
(1992) Cientificos e del total mundial
abitantes (1954)
Brasil 1563 11,768 T5.3 0.64
Argentina 331 4,543 137.3 0.35
Mexico 39.5 3,786 42.3 033
Chile 13.6 2.114 1554 017
Cuba 10.8 2,957 27%.8 0.0z
América 4279 28,707 &67.1 1.75
Latina
Estados 255.0 94% 200 37224 3032
TThidos
Tapdén 124.4 80442 RTINS 3.24
Alemania Fi6 15,480 1958 5 713
Tsrael 4.9 5,900 1,191.9 1.07

Cuadro 3.3. Poblacién, nimero de cientificos y publicaciones. Fuente: Ciencia y Desarrollo

Observemos ahora el cuadro 3.3; en él se muestra el nimero de cientificos en datos brutos
y por millén de habitantes en una muestra de paises latinoamericanos y en otros méds con
liderazgo en I4+D. Las cifras en bruto en relacién al niimero de cientificos no son desfavorables
respecto a latinoameérica pero si lo son en cuanto al mimero de ellos por millén de habitantes.
Para un pafs de las dimensiones demograficas de México, podrian esperarse mayores recursos
humanos laborando en ciencia y tecnologia. El contraste es critico respecto a los paifses
lideres, ain en comparacién con una nacién territorial y poblacionalmente pequena como
Israel, donde la masa porcentual de cientificos y tecnélogos y su produccién traducida en

(Memoria 1998), p. 223.

publicaciones, es superior.
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Ferzonal Total en
ATTO: 2003 actividades de I+D por
cada il de fuerza laboral

Finlandia 15.9
Canada 10.6
Estades g1
TTnides

Alemania .8
Ttalia 6.8
Corea del Sur 6.6
Espafia 4.7

Cuadro 3.4. Numero de cientificos y tecnélogos por cada mil habitantes, para paises
seleccionados. Fuente: Foro Consultivo Cientifico y Tecnolégico (2006), p. 258.

Una cifra quizd més apropiada para medir la presencia de los recursos humanos dedicados a la
I4+D, es la mostrada en los cuadros 3.4 y 3.5, esto es, el niimero de cientificos y tecnélogos por
cada millar de habitantes. Esta cifra puede tomarse como un indicador parcial de las politicas
nacionales de apoyo a I4D, pues invariablemente las personas agrupadas en este rubro deben
contar con un minimo de condiciones para desempenar actividades de desarrollo cientifico y
técnico. Los datos del cuadro 3.5 presentan el comportamiento para el caso mexicano, en
rezago considerable respecto a los paises enlistados en el cuadro 3.4.

Personal Total en
Méxica actividades de T+D por
cada mil de fuerza laboral
1993 0.5
19%4 0.6
1995 0.7

Cuadro 3.5. Nimero de investigadores por cada millar de habitantes en México. Fuente:
Ciencia y Desarrollo (Memoria 1998), p. 58; y Foro Consultivo Cientifico y Tecnol6gico
(2006), p. 20.

Los datos son convincentes: en resumen, podemos decir que la situacién en I+D en México
es critica y requiere de un decidido esfuerzo gubernamental y privado para reanimar este
sector de manera que pueda al menos emparejarse respecto a los estdandares mostrados en
otras regiones.
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En la parte central de este tercer capitulo de tesis, presentamos una propuesta para tratar
de modelar el comportamiento de I4+D en una economia nacional, utilizando para ello el
enfoque de Nelson—Phelps que discutiremos a continuacion.

3.2. EL MODELO DE NELSON-PHELPS.

En el primer capitulo de esta tesis hemos visto la importancia de la tecnologfa como factor
determinante en el crecimiento econémico, y en la secciéon precedente revisamos brevemente
algunos indicadores del estado de la ciencia y la tecnologia actual en México. En esta seccion,
veremos céomo puede modelarse el proceso de cambio tecnolégico mediante el concepto de
difusién de tecnologia, con la intencién de incorporar més adelante al factor progreso técnico
en el marco tedrico del crecimiento econémico.

Un punto de partida apropiado es el trabajo desarrollado por Richard Nelson y Edmund
Phelps (1966), quienes originalmente consideraron un modelo aplicable a la difusién tec-
nolégica al interior de un pafs, contrastando la “mejor utilizacién posible” de la tecnologia,
i.e. Ay, con la tecnologia tal como realmente se utiliza, As. La hipétesis clave en su trabajo
fue la de asumir el efecto Veblen—Gershenkron, esto es, la idea de que entre méds grande sea
la disparidad en los niveles de desarrollo entre dos naciones, mayor sera la rapidez con la cual
un pais rezagado puede darle alcance al lider. A esto tambien se le conoce como la hipétesis
de la ventaja del retraso.

Mads adelante, Hansson y Henrekson (1994) aplicaron este modelo a la difusién tecnolégica
internacional, donde ahora A; y A, representa el nivel de tecnologia de un pais lider y de un
pafs rezagado; esta es la interpretacion que usaremos aqui.

Supuesto 1. Existe un pafs lider en innovaciéon tecnolégica, con una tasa constante de
generacién de tecnologia, g; de manera que el nivel de tecnologia en este pais a cualquier
tiempo ¢, estd dado por:

Ay (t) = Ades (231)

donde AY es el nivel tecnoldgico inicial en la regién lider.

Supuesto 2. (Efecto Veblen—-Gershenkron) Existe un pais tecnolégicamente rezagado o pais
seguidor, cuyo grado de avance tecnoldgico A, (t), varia con el tiempo en forma proporcional
a su rezago respecto al pafs lider: A; (t) — Az (t). Esto es:

A (1) = @ [Ar (1) — Az (1)) (232)

donde ® es un pardametro identificado como “capacidad de absorcién” y que incopora aquellos
factores que permiten la rdpida o lenta adopcién de la tecnologia del pais lider, de manera que
® es un indicador de la facilidad de asimilacién técnica que posee el pais seguidor (® > 0).
Por ejemplo, la magnitud de ® depende de factores como la educacién de la fuerza laboral,
la calidad de la administracion, etc.

Es claro que lo inmediatamente abordable a partir de estos supuestos, es determinar las tasas
de cambio de la tecnologia en cada pafs, hacemos esto en la siguiente:

PROPOSICION 3.1. Por los supuestos 1 y 2, las tasas de cambio tecnolégico (o de progreso
técnico, como también se les denomina) para los paises estdn dadas por:

Ay
2, Y (233)
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Ay (A — A
Az_q)< Ay ) (234)

Demostracion. Es directa: el resultado dado por (233) es inmediato a partir del supuesto 1.
Para obtener (234), basta con dividir por As (t), en ambos extremos de la ecuacién (232). O
Es posible también dar una expresién analitica para la tecnologia del pais rezagado, como
veremos a continuacion.

PROPOSICION 8.2. El avance tecnolégico para cada tiempo t en el pais seguidor, viene
dado por:

) )

Ay(t)= (A — ——A) ) e ™ + ——Ale? 235
2 (1) (2 <I>+g1)e +<I>+gle (235)
donde A es el nivel tecnoldgico inicial en la regién rezagada.
Demostracion. Sustituyendo (233) en (232), tenemos que

Ay (t) = @ [Ade" — Ay (1)] (236)
o lo que es lo mismo

Ay (t) + DAy (t) = A% (237)

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden y lineal, con forma general

o' () +p )z (t) =q(t) (238)

y cuya solucién por factor de integracién es bien conocida:

c+ [eIrWdtg (1) dt
x(t) = = PO (239)
donde ¢ es una constante. Sustituyendo z (t) = Ay (t), p(t) =@ y q(t) = A9 en (239),
se obtiene el resultado indicado en (235). O

Definicion 3.1. Sea a (t) la proporcién tecnolégica entre paises:

N

alt) = Aj 8 (240)

PROPOSICION 3.3. En el largo plazo, ambas tecnologias convergen a un “punto de equi-
librio” dado por:

. (A *_ )

Demostracion. En el largo plazo, (i.e. t — 00), se tiene que

. : @ _ o o
tim 4200 = i | (48 - A0 ) e g = T m () e

luego
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*

lim a () = lim

t—o0 t—o0

Ay ()] Mmoo Ay () mig lmese (Afe) @
A )] T hmow A (f) | lim. (A% Ddig
y este es el resultado buscado. [

PROPOSICION 3.4. En el largo plazo, ambas tecnologias tienden a una “brecha de equi-

librio” dada por:
A — Ay\” _ 9
( As ) K (243)

y la tecnologia del pafs rezagado crece a la misma tasa que la del pafs lider.
Demostracion. Por la definicién 3.1, para cualquier tiempo ¢, el término (A; — As) /As puede
expresarse

Al — Ay, A 1
. Rt S 244
A2 A2 a ( )
En el largo plazo, ( t — o0), se tiene que
A-AN 1 P49 P49 g
Ay a0 I T

Luego, la tasa de progreso técnico del pafs seguidor resulta:

A2 *_ A — Ay *_ g
<A2> —<I>< e ) —CIDCI)—g (245)

A (A A
A,) 97\ A T A

La intuicién detrés de las proposiciones 3.3 y 3.4 estd en que existe un estado de equilibrio en
el cual la tasa de crecimiento de A, iguala ala de Ay, y nos referiremos a este equilibrio como
la “brecha tecnolégica de largo plazo” o simplemente la “brecha tecnolégica de equilibrio”.
Las siguientes figuras ilustran este resultado.

Por tanto,
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®
ro
] 4-4
0 g/® 4,
Figura 3.1.

La ecuacién (232) y las dos proposiciones anteriores predicen que cuando los paises bajo
andlisis inicien con una proporcién tecnolégica a = As/A; menor al nivel de equilibrio,
entonces el pais rezagado experimentard un répido (pero descendente) crecimiento respecto
a ¢, la tasa de progreso técnico del pafs lider, hasta que se alcance el nivel a*. Por el contrario,
si los pafses inician con una proporcién a > a*, entonces el pais seguidor experimentars tasas
de crecimiento menores que g, hasta alcanzar el punto de equilibrio a*.

N
8

Figura 3.2.

Un aspecto muy importante es que en el estado de equilibrio el nivel tecnolégico del pais
seguidor es inferior al nivel del paifs lider. Es decir, permanentemente habra un rezago por
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parte del pafs seguidor; sin embargo, aunque este retraso sea permanente, si puede dis-
minuirse. La unica forma para que el pafs seguidor disminuya su rezago respecto al lider
tecnoldgico, es aumentando el pardmetro ®, esto es mejorando las capacidades técnicas,
culturales, institucionales, etc., que impiden una mejor asimilacién tecnoldgica del pais reza-
gado. De forma general, la brecha de equilibrio [(A; — As) /As]" = g/® 6 el punto de
equilibrio a* = ®/ (® + g) cambiaran sélo si hay variaciones en ¢ 6 en g.

Cabe destacar que el aspecto fundamental del modelo radica en la expresién matemética
con la que se ha representado el supuesto 2, cuya forma funcional es bédsicamente arbitraria.
Otras formas funcionales que satisfacen ese mismo supuesto pueden encontrarse en el capitulo
4 de la obra de Mark Rogers (2003) y las referencias ahi citadas.

3.3. UN MODELO NELSON-PHELPS EXTENDIDO.

En este apartado, presentaremos una extensiéon del modelo anteriormente descrito, con la
intencion de hacer relativamente més explicita la forma en que se presenta el cambio técnico
entre economias lideres en tecnologia y economias rezagadas; para ello, haremos uso del marco
de Solow—Swan descrito en el primer capitulo y realizaremos supuestos méds especificos en
torno a la manera en que el nimero de personas dedicadas a la I+D y el financiamiento
gubernamental de tales actividades, son determinantes para la dindmica del progreso técnico
nacional.

Supuesto 1. Consideraremos dos paises: el pafs 1 6 regién norte y el pafs 2 o regién sur.
La produccién y la acumulacién de capital en cada pais, estdn dadas por:

Y= KM [Ai(1=L) L) (246)

donde s; es la tasa de ahorro del i—¢ésimo pais (0 < s; < 1), J es la tasa de depreciacién del
capital (0 <0 < 1), «a es la participacién del capital (0 < o < 1), K; y Y; corresponden al
capital y la funcién de produccién neoclésica del i—ésimo pais, A; indica la tecnologia de cada
region (A; > Ay), y por ultimo L; representa la mano de obra en el pais i.

Supuesto 2. En el pais 1, el avance tecnolégico depende de: a) la asignacién de personas
en [+D:* [; (0<I; <1), y b) del apoyo gubernamental via financiamiento: y,, donde
0 < x; < 1, como sigue:

Al = XlllAl (248)

Supuesto 3. La tecnologfa en el Sur depende de los apoyos locales a la I+D: x, (0 < x5 < 1),
pero también de su retraso o rezago respecto al avance técnico en el Norte (que es el lider
tecnolégico), bajo la siguiente forma funcional:

AQ = X212A2 + u (Al — AQ) (249)

En esta tltima ecuacién, i es una constante de proporcionalidad tal que p > 0, y tiene un
papel andlogo al de ® en la versién original de Nelson—Phelps.

26Dicha asignacién estd dada como porcentaje el total L;.
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Supuesto 4. La mano de obra o fuerza laboral de cada regién, se incrementa siguiendo una
ley malthusiana de crecimiento:

L; = Lie"" (250)

donde i = 1,2, representan a la regién lider y a la rezagada, respectivamente.

3.4. DINAMICA Y RESULTADOS.

Bajo el esquema anterior, veremos en las siguientes proposiciones que se conservan las carac-

teristicas del modelo Solow—Swan de crecimiento econémico pero en un marco relativamente

mds amplio en contenido conceptual respecto al progreso técnico.

PROPOSICION 3.5.Por los supuestos 2 y 3, a) la tasa de progreso técnico para la regién

lider en todo tiempo t, estd dada por:
2= (251)

b) en el largo plazo, ambas tecnologias convergen a la siguiente “proporcién de equilibrio”:
* H

a = 252

B+ X1l — Xale (252)

c) para la region rezagada, la tasa de avance tecnolégico en el largo plazo coincide con la del

pais lider:
A\ A\ A
() - (3) -4

Demostracion. a) La expresion (251) se sigue del supuesto 2; b) para probar (252), consid-
eremos que a partir de la definicién 3.1 y utilizando propiedades de los logaritmos, se tiene
que

a Ay A

== _ = 254

a A2 A1 ( )
Sustituyendo (248) y (249) en (254), y desarrollando el dlgebra correspondiente se obtiene
la ecuacion diferencial

a+(p+x1h —xale)a=p (255)
cuya solucién es
a(t) = a* + (ag — a*) e”Wrahmxak)t (256)
donde
A0

—= an = —
it —xale T 0T A

de manera que en el largo plazo (t — 00):
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. * 1
lima(t) =a" = 252
fe0 ) B+ xalt = Xalo (252)

c) por el supuesto 3, podemos escribir:

A A — A 1
Z?znh+u<]A 2)=xﬁ+w<5—1> (258)

En particular, para el largo plazo (258) queda de la siguiente forma:
A\ 1
— | =Xl ——1 2
(3) -wwer(o
Sustituyendo (252) en (259):
A *
(A_2> = Xal2 + x1l1 — Xal2 (260)
2

L\ (A) A

PROPOSICION 3.6. Para las economias nacionales descritas en la seccién 3.4, la evolucién
del capital fisico medido en unidades eficientes de trabajo, estd dada por:

luego

by = s (1— 1) ko — ((5+ni +Ai/Ai) k; (261)
De forma que en el sistema existe un punto de equilibrio no trivial tal que

1

k= (S—> o (262)

5+TLZ+X111

o

i~ () - (263)

5“‘7’% +Xlll

Ademis, en el largo plazo la tasa de crecimiento de la produccién per cédpita para ambos

paises es de
(%) =ik (264)

donde i = 1,2, representan al pafs lider en tecnologia y al pafs seguidor, respectivamente.
Demostracion. Sea k; = K;/ (A;L;) el capital en unidades eficientes de trabajo, luego por
propiedades logaritmicas:

bR (ALY R (A -
K \A L) K \a T
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Si sustituimos (247) en (265), se tiene que
E — M é +n; | = % ) é +n;
koK A" TR A"

La produccién en unidades laborales eficientes la obtenemos de (246):

Y,  Ke[AQ-L)L)TY Ke[A(1-1L)L]e (1—zi)1—a( K, )a (AiLi)l_a

i ALy A;L; B (A; L) (A,Li)l_a A;L; A;L;
=yi=1-1) 7k (267)
Sustituyendo (267) en (266), nos queda la evolucién temporal de k;:
; 1-a A
kl' = S; (1 — lz) /{Jla — o+ X +n; kz (261)

En estado estacionario, k; = 0, y esta condicién se cumple en el equilibrio trivial k; = 0, pero
1
también en el siguiente punto kf = [s;/ (0 + n; + xql1)]7= (1 — ;) # 0, pues

[e3

S; T «
— 1—1

S S— 1— 1,
(5+ni+X1ll) ( )]
Sustituyendo (253) en la expresién anterior:

ki(k}) = si(1—1)"°

e

s, =
S 1—1)"
(5+nz‘+X1l1) ( ) ]

1

S; T-a
SR 1-1,
(5+ni+X1ll) ( )

ki (k) = s;(1—=1)""

. o 1 _1 o
k‘i (k‘z*) =S; (1 — lz) Silia — — Sl-lfa (1 — ZZ) (5 + Xlll + 7’Lz‘)7E
(0 +n; +x101) T
. 1 1 1 1
ki (k7)) =s; " (1—1) — —s; " (1—1) —
(5 +mn; + Xlll) l-a (5 +n; + Xlll) 1-a
con esto, concluimos que
ki (k) =0
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luego, k; es un punto de equilibrio no trivial de (261). Ademds, por (267) también se tiene:

i == 1) (k)"

yi=(1-1)""

S: 1-—a Si T—a
) - =) 263
<5+TLZ‘+X111) ( ) ] ( )(5+ni+xll1) ( )

Para finalizar, retomamos la relacién entre las variables per cédpita (;) y las variables por
unidad eficiente de trabajo (y;):

V=g ==Y (268)
en estado estacionario (largo plazo), y; no crece, i.e. ; = 0; por tanto, la correspondiente
tasa de crecimiento per cdpita resulta ser

Ui ) i A "
_— = — —_— = — |:|
<yi) " + <A,> 0+ x:1hh = x1la

Como puede verse, al introducir nuestra versién extendida de Nelson—Phelps en el modelo
de Solow—Swan, se corroboran los resultados en estado estacionario de la versién solowiana
del crecimiento, aunque debe destacarse que si hay cambios en la dindmica de transicién o
de corto plazo; es decir, la forma de aproximarse al estado kf ¢ ¥/, es diferente a la versién
original a la estudiada en el capitulo 1. Sin embargo, el aspecto més relevante ocurre con
las tasas de progreso técnico, que son el verdadero motor del crecimiento en Solow—Swan y
cuya dindmica hemos analizado con mayor detalle en esta seccién.

at

y75 - p+ 2h =Xk

a £

0 a

Figura 3.3. Comportamiento convergente de la proporcién tecnoldgica entre paises.
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Centremos la atencién en el equilibrio a*, pues permite una posibilidad muy importante en el
modelo, que es la de “overtake” o “rebase tecnoldgico” en la terminologia de nuestro anélisis.
Obsérvese que en (252), se tienen los siguientes casos:

(1) Si xql1 > xolo, entonces a* < 1, i.e. A7 > Al.

(2) Si x1l1 < Xalo, pero p+ x1l1 > Xylo, entonces a* > 1, i.e. AT < Aj.

(3) Si g+ x1l1 < Xola, entonces a* < 0 (y este caso no tiene sentido).

. Qué significa esto? El primer caso indica la condicién que se cumple para que permanezca
la posicién de pafs lider y pafs rezagado en las economias bajo estudio. Aqui no habria
cambios de liderazgo tecnoldgico, todo seguirfa igual. Aunque la existencia de a* expresa
que habra una “convergencia tecnolégica” en el sistema, i.e. las economias convergerian a
una proporcién tecnolégica fija, el detalle es que se mantendrédn los papeles de pais lider y
pais seguidor (a* € [0, 1)).

La segunda situacion sugiere que en el largo plazo, se presentard el esperado “rebase”, esto
es, la tecnologia de la regién Sur superard a la de la regién Norte (a* € [0,00)). Como
puede verse, esto requiere una mayor inversiéon en I+D y un mayor nimero de cientificos y
tecndlogos en la regién Sur, que los presentes en el Norte.

El dltimo caso, muestra la restriccion que deben verificar los pardmetros para evitar una
situacion irreal en la definicién de a (t) 6 a*.

Lo conveniente para un pafs tecnolégicamente rezagado como, por ejemplo, México, es que
al menos x;l1 = X,l2, pues en ese escenario se tendra

o = 1 _
B+ X1l — Xale

lo cual implica que, si bien México no rebasaria al pais lider, (por decir algo, Estados Unidos),
tampoco persistiria el rezago en el largo plazo, simplemente emparejaria su posicién respecto
al lider (el rezago desapareceria).
Por tltimo, debe recordarse que el argumento anterior es importante puesto que a la luz del
modelo de Solow, un cambio en el liderazgo tecnolégico implica también un cambio en el
liderazgo de crecimiento.

1 (269)

Capitulo 4. El Sector Informal.

Un tema recurrente en los medios de comunicacién es la llamada economia informal. Mucho
se alude a su efecto negativo y a su constante crecimiento en deterioro del sector formal,
asi como a operativos policiacos instrumentados para combatirla; ademads, frecuentemente
los reportes van acompanados de fuerte evidencia estadistica que sustenta su avance. Sin
embargo, esas no son todas las malas noticias. En realidad, los estudios serios sobre el tema
estdan rodeados de incertidumbre no sélo por cémo medir correctamente la economfa informal
sino porque de entrada, no hay consenso en cuanto a su definicién. De esta manera, enfrentar
la cuestion de qué es y qué efectos tiene exactamente el sector informal en la economfia, es
una pregunta dificil de responder.

En este capitulo abordaremos algunos aspectos introductorios al respecto asi como la mod-
elacién de esta variable como un elemento relevante en el proceso de crecimiento econémico.
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4.1. INTRODUCCION.

Para que un gobierno pueda cumplir con sus obligaciones ante la sociedad que representa,
debe contar con un minimo de ingresos que le permitan llevar a cabo acciones para mejorar el
bienestar general, como por ejemplo una adecuada provisién de servicios piblicos: drenaje,
alumbrado, agua potable, redes carreteras, seguridad y justicia, etc.; y una de las formas que
los gobiernos tienen para hacerse de recursos es por medio de su sistema tributario. En este
sentido, es preocupante la situacién en México donde en 2004 los ingresos fiscales representan
apenas el 18.5 % del PIB, en contraste con los paises miembros de la OCDE (Organizacién
para la Cooperacién y el Desarrollo Econémico) que alcanzan una recaudacion del 36.4 % en
promedio (datos tomados de Calva, p. 11). Una forma de superar este rezago recaudatorio,
es incorporar a la denominada “economia informal” al régimen tributario, sin embargo esta
posibilidad presenta dificultades.

Para empezar, en la literatura econémica no hay acuerdo sobre la definicién de “economia
informal”, y por ende sobre cémo medirla de manera que se pueda determinar su tamano o
presencia respecto a la economia de un pais. Ademds, hay varias formas de referirse a ella:
economia subterrdanea, economifa sombra, economia escondida, y por supuesto, economia
informal. En general, puede decirse que estos términos denotan a todas aquellas actividades
que no estdn reguladas por el gobierno, aunque esta posible definicién también incluye a las
actividades delictivas como el narcotrafico o la piraterfa, por ejemplo.

Siguiendo a Flores—Curiel et al, una aproximacién al tema puede hacerse mediante el vinculo
entre definicién y metodologia de medicién. Bajo este esquema, se denomina economia sub-
terrdnea a la que estd compuesta de actividades econémicas legales e ilegales no registradas
en las cuentas nacionales. Este sector se estima de forma indirecta siguiendo las huellas que
dejan sus actividades, para lo cual se toma en consideracién que hay una relaciéon directa
entre las actividades econémicas y el consumo de energia (electricidad) o el uso de dinero; asf,
“se atribuye a la economia subterranea los cambios en estas variables que no son explicados
por el crecimiento del PIB” (Flores—Curiel et al, p.138).

Por otro lado y siguiendo a los mismos autores, en base a un método directo de medicion,
llamaremos economfa informal al sector de empresas que no estdn registradas o que no
registran a sus empleados. La medicién de este sector se hace a partir de encuestas de
empleo o econémicas y que se aplican a la poblacién o a las empresas, respectivamente (una
limitante obvia en este enfoque radica en la falta de veracidad en la informacién recabada).
Esta iltima es la definicién con la que trabajaremos aqui y agrupa actividades tales como:
comercio al menudeo, servicios de reparacién, servicios de taxis y rutas de transportacion
fijas, venta de alimentos en la via ptiblica, construccién residencial, etc.

Estas dos aproximaciones al tema de la informalidad son relevantes pues permiten distinguir
entre acciones de combate o acciones de formalizacién (fiscalizacién). Las primeras, serfan
la vinica opcién para aquellas actividades ilicitas como el narcotrédfico que estan incluidas en
la economia subterrdnea, pero que no son fiscalizables y mds bien deben combatirse hasta
su desaparicién. Por el contrario, la economia informal aqui descrita puede ser combatida
o fiscalizada, en funcién de lo que sea mejor en términos recaudatorios, pues como veremos
a continuacion, la formalizacién indiscriminada dista de ser éptima. Un estudio reciente de
Chapa, Flores y Valero (2003) sugiere que en el caso del ISR (Impuesto sobre la Renta),
la formalizaciéon podria ser fuente de recaudacién fiscal solo bajo ciertas condiciones de
selectividad, pues de lo contrario puede llegarse a una situaciéon en la que los trabajadores
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terminen recibiendo recursos en lugar de aportarlos, por razén de que sus ingresos son bajos
en promedio y de conceptos como subsidios y créditos al salario. Ademads, estos autores
encontraron que ante la integracion del IVA (Impuesto al Valor Agregado) y del ISR como
potencial recaudacion, ésta sélo alcanzarfa un 0.42 % del PIB, mientras que el mismo niimero
de personas en el sector formal ya aporta un 10 %; y eso sin olvidar que el esfuerzo de la
hacienda ptiblica seria importante pues estamos hablando de incorporar a la formalidad a un
nimero de personas equiparable al ya existente. Como puede verse, el tratamiento del sector
informal es un problema complejo y en el andlisis de Chapa, Flores y Valero la propuesta es
una fiscalizacién selectiva.

Pese a esta argumentacion, cabe retomar a Schneider y Enste (2000) quienes optan por el
combate del sector. Schneider y Enste mencionan tres razones importantes para eliminar la
economia informal: a) su avance incentiva a que las autoridades eleven las tasas de impuestos
a quienes si pagan; b) en ciertas ramas, el sector informal tiende a desplazar al formal; c)
cuando el sector informal crece, entonces el formal pierde presencia, por lo que es més dificil
monitorear el comportamiento real de la economia, de forma que las decisiones de gobierno
tomadas a partir de ese comportamiento tienden a ser menos adecuadas por lo que se pierde
efectividad en las acciones destinadas a brindar bienestar.

La opinién de Schneider y Enste goza de apoyo, y en general, puede decirse que hay un
consenso entre los especialistas en torno a la idea de que haya una economia formal con
mayor presencia en los paises; no obstante, la controversia sigue en torno a cémo abatir la
informalidad de manera éptima y sobretodo en la implementacién de las hipotéticas medidas.

4.2. MODELOS DE CRECIMIENTO CON ECONOMIA INFORMAL.

Por lo general, en los modelos de crecimiento econémico la economia informal no es un
aspecto muy socorrido, como por ejemplo, sf lo es el papel que el gobierno y las politicas de
impuestos desempenan en el crecimiento y el bienestar social. Sin embargo, hay un niimero
creciente de estudios que centran su atencién en el papel que el sector informal juega en la
economfa, buena parte de ellos realizados por autores con raices latinas. En esta seccion,
mostraremos algunos desarrollos recientes en torno a esta problemadtica, partiendo de un
trabajo clésico en el drea: el de Harris y Todaro.

4.2.1. Modelo de Harris—Todaro. En la propuesta de Harris y Todaro (1969), centrada
en las naciones en vias de desarrollo, se concibe a la informalidad como el empleo momenténeo
o temporal para los trabajadores que migran del campo a las ciudades, en tanto obtienen un
empleo formal. Si bien es el modelo cldsico en el tratamiento del sector informal, su objetivo
principal radica en el anélisis de la persistencia y aparente aceleracién de la migracién rural—
urbana, a pesar de que en las comunidades urbanas hay importantes niveles de desempleo.
En concreto, Harris y Todaro asumen que los trabajadores rurales toman decisiones de mi-
gracion tras comparar el salario actual en el sector agricola contra el salario urbano esperado,
que se calcula multiplicando el salario minimo en la ciudad por la probabilidad de encontrar
empleo, de tal manera que, mientras que los salarios urbanos esperados superen a los salarios
agricolas, persistird la migracién del campo a las ciudades.

4.2.2. Modelo de Brambila. Dos variables muy de la mano como son la migracién y
las remesas, se han vuelto relevantes para el anédlisis econémico en los tltimos anos, junto
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con el creciente avance del sector informal. Gracias a la globalizacién, estos tres aspectos
han incrementado significativamente su peso en la macroeconomia, “especialmente en paises
en desarrollo como México, donde las remesas son la tercera fuente de ingresos, después del
petréleo y el turismo”.?”

En 2008, Brambila desarrollé un modelo de crecimiento endégeno que considera remesas y

la coexistencia del sector forma e informal en la funcién de produccién; como sigue:

Y = AK® (FYS=¥)'7; 0<a<l, 0<¢p<l (270)

donde Y es la produccién en la economia, A es el pardmetro usual de tecnologia exégena, K
es el capital variable, y el trabajo agregado®® est4 integrado por trabajo formal, F', y trabajo
informal, S.
Hacemos notar que el autor considera sélo al sector laboral informal como potenciales mi-
grantes y que las remesas incrementan el ingreso pero sin pagar impuestos. De esta manera,
la restriccién presupuestaria de la economia toma la siguiente forma (en unidades intensivas):
k=y—c—(n+0k+rem (271)
donde el término rem se refiere a remesas y o es la depreciacién del capital. Por otro lado,
aclaramos que Brambila define informalidad como la fraccién de la fuerza laboral que estd
completamente desregulada, y ésta incluye trabajos no registrados ante la Hacienda Piiblica,
mano de obra no capacitada y sin seguridad social, inmigrantes clandestinos a los que no se
les permite laborar en un pafs extranjero, etc.
Con este modelo, Brambila pudo analizar la interaccién entre la informalidad asociada a las
remesas y la migracion asi como su consecuente afectacion en el crecimiento de México. En
concreto, a partir del modelo Brambila corroboré que las remesas juegan un papel crucial
al incrementar la restriccién presupuestaria mexicana; sin embargo, también encontré que
la misma posibilidad de migracién que sustenta el envio de remesas, drena la fuerza laboral
agregada. Pese a ello, a la luz del modelo, la magnitud de las remesas potenciales es capaz de
subsanar esta pérdida y tener por tanto un efecto global positivo en el crecimiento econémico.

4.2.3. Modelo de Braun y Loayza. Braun y Loayza elaboraron en 1994 un modelo
dindmico en el que el sector informal aparece cuando la sobrerregulacién® se combina con
un sistema gubernamental corrupto e ineficiente. Los autores consideraron una tecnologia
productiva en la cual los servicios piblicos son esenciales y estdn sujetos a congestion. Como
es habitual, los servicios piblicos se financian con impuestos recaudados en el sector formal,
por supuesto, los productores informales evaden impuestos y, debido a su estatus ilegal,
pueden utilizar sélo algunos servicios ptiblicos*’. Un punto destacable es que los productores
en el sector informal estdn sujetos a sanciones estocdsticas.

Braun y Loayza mostraron que en el marco de su modelo, el tamano del sector informal se
relaciona negativamente con la severidad de las sanciones gubernamentales, en tanto que su
relacién es positiva con la tasa de impuestos. También encontraron que las economias con
mayores sectores informales tienen menores tasas de crecimiento y menores rendimientos del

2"Brambila (2008), p. 3.

28La funcién de trabajo agregado es L = F¥S1—%,

29Entendida como la aplicacién de altas tasas de impuestos y un alto costo de entrada al sector formal.
30Por ejemplo, no pueden emplear o hacer uso de mercados de capital.
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capital, debido a que la contribucién de los servicios piblicos a la productividad, disminuye
con la informalidad. Por tltimo, los autores argumentan que las burocracias interesadas en
el sector (corruptas), crean un ambiente econémico que hace atractiva la informalidad o la
vuelven inabordable debido a que en realidad se benefician del sector informal.

4.2.4. Modelo de Loayza. FEn un trabajo publicado en 1996, Norman Loayza continia
el andlisis anterior, presentando el punto de vista de que la economia informal fortalece
su presencia cuando los gobiernos imponen impuestos y regulaciones excesivas. En este
estudio, se abordan los determinantes y los efectos del sector informal en un modelo de
crecimiento endégeno cuya tecnologia productiva depende esencialmente de servicios ptiblicos
congestionables, como sigue:

yF:(l—T)A<§) k, O<r<l (272)
yf=(1—7r)A<%g) E, O<7m<l1 (273)

donde 3%, 3! representan la produccién en el sector formal e informal, respectivamente; 7
es la tasa de impuestos, 7w es la tasa de penalizacién, g es el flujo de servicios publicos, y es
la produccién total en la economia, § es la fraccién de servicios piiblicos disponible para el
sector informal, A es un pardametro de productividad exdégena; por ltimo, « es la elasticidad
del producto respecto a g/y, y mide la productividad de los servicios piblicos en relacién a
los servicios privados.?!

A partir del modelo, se observa que cuando los pardmetros de politica y calidad de las
instituciones gubernamentales cambian de tal forma que se promueve una mayor presencia
de la economia informal, entonces estos cambios en los pardmetros de gobierno también
generan una reduccién en la tasa de crecimiento econémico.

Posteriormente, el autor evalia las conclusiones del modelo con datos de paises latinoamer-
icanos a principios de los 1990’s y proporciona estimaciones del tamano del sector informal
en estos pafses. Se encuentra que la mayor o menor presencia del sector informal depende
positivamente de las restricciones para ingresar al mercado laboral y negativamente de la
calidad de las instituciones gubernamentales. Ademads, los resultados empiricos sugieren que
al haber mayor economia informal, el crecimiento se ve afectado negativamente. Esto 1l-
timo es explicado por el autor con el argumento de que la afectaciéon negativa se produce de
dos formas: primero, porque al haber mayor sector informal se reduce la disponibilidad de
servicios piblicos en la economfia; y segundo, porque con mayor sector informal habrd mas
actividades productivas que utilizan de forma poco eficiente los servicios piblicos existentes
o bien que no utilizan ninguno; asi, con una menor eficiencia productiva, el crecimiento se
reduce.

4.2.5. Modelo de Easterly. En 1993, William Easterly desarrollé un modelo de crec-
imiento endégeno con dos tipos de capital los cuales pueden exhibir efectos muy importantes

31Cabe sefialar que tanto en este estudio como en el de Braun y Loayza, se estdn empleando funciones de
produccion del tipo AK para modelar la produccién en ambos sectores, el formal y el informal.
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de politicas distorsionadoras en el largo plazo.*?

El modelo aplica a muchos y diferentes tipos de distorsiones de precios relativos, comunes
en los pafses en desarrollo, como impuestos y tarifas diferenciados, tasas de intercambio en
el mercado negro, y controles de precios.

Nosotros nos concentraremos en una de las versiones del modelo: aquella en la que el producto
es una funcién CES de dos tipos de capital con elasticidad de sustitucion :11 y hay un
impuesto a la inversién en el sector formal.?® Por simplicidad, Easterly asume una poblacién
fija y la tecnologia como un pardametro. Ademsds, la economia estd cerrada tanto al comercio
exterior como a los flujos del capital.

La funcién de produccién es como sigue:

Y = ARG + (1 - ) K3]'* (274)

Los dos tipos de capital se denotan por K; para el capital formal y K5 para el capital del
sector informal, los cuales se definen en términos de su ubicacién, propiedad y visibilidad
ante las autoridades hacendarias. La distorsién considerada es un impuesto a las ventas
sobre las compras de inversién en el sector formal, compras de inversién que evade el sector
informal.

El autor considera familias idénticas de productores—consumidores con vida infinita, que
maximizan el valor presente descontado de la utilidad o bienestar de consumo futuro:

00 -0 __ 1
B= / L, (275)
0

l1—0

donde o es la elasticidad intertemporal de sustitucién.®*

El consumo estd dado por el exceso del ingreso sobre el gasto en inversién:

C=Y-(1+7)L—-L+T (276)

donde 7 es la tasa de impuestos en las ventas sobre las compras de bienes de inversién del
primer tipo (i.e. impuestos en el sector formal). La variable T es la transferencia de suma
fija por ingresos publicos que regresan a los consumidores, ex post igual a 711, pero tratado
por el consumidor como fijo. Sin embargo, el crecimiento no se ve afectado si estos ingresos
no se devuelven al consumidor.

32Kl término de distorsién aqui citado se refiere a que la aplicacién del impuesto influye en las decisiones
de los agentes, es decir, distorsiona o altera su conducta. Por ejemplo: “la legislacion fiscal en Estados
Unidos considera casada a una pareja durante todo el ano fiscal, atin cuando la boda se celebre el 31 de
diciembre. Por lo tanto, una pareja que trabaje, que gane lo mismo y que tenga que elegir entre casarse
en diciembre o en enero, tendrd muchos incentivos para elegir enero, puesto que en la mayorfa de los casos
tributardn mds estando casados que permaneciendo solteros; Stiglitz, p. 431 y 432 (1995). Asi, se dice
que “existen distorsiones cuando el individuo intenta alterar sus obligaciones fiscales”: Stiglitz, p. 433
(1995). En este sentido y en relacién con el tema de este capitulo y con el modelo de la seccién 1.12 (gasto
ptiblico y crecimiento), “el suministro de bienes priblicos afecta los incentivos a ahorrar e invertir, dado
que los impuestos necesarios para financiarlos introducen distorsiones en la rentabilidad de la inversion”;
Sala-i-Martin, p. 144 (2000). Finalizamos sefialando: “la historia de los impuestos estd llena de efectos
distorsionadores. Cuando en Gran Bretana se cre6 un impuesto sobre las ventanas, el resultado fue la
construccién de casas sin ventanas”, Stiglitz, p. 431 (1995).

33La elasticidad de sustitucién es una medida porcentual que indica el grado de sustituibilidad de unos
factores de produccién por otros, sin que varie el producto; Vézquez—Pérez p. 551, 1969.

34Cuyo significado abordamos primero en el modelo de Ramsey.
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Las ecuaciones de acumulacion del capital son:

K, =1 — 0K, (277)

Ky =1, — 6K, (278)

donde ¢ es la tasa de depreciacién, asumida como igual entre los dos tipos de capital para
simplificar el dlgebra. Easterly no impone explicitamente la condicién de que la inversion es
irreversible.

El bienestar en el modelo de Easterly resulta

(Clili())al_g lp —9 (11 - 0)} (279)

donde Kj es el nivel inicial del stock total de capital (Ky = K? + K3J) y C} es la proporcién
de consumo a stock total de capital, dada por

B—

C 1 p roT

Ch=——"-—"=(r—-0)1——|+—+ 280
AR, )< a) o 1+® (280)

y donde ® es la proporcién de capitales (& = K5/ K7).

A continuacién y antes de presentar el modelo desarrollado con motivo de esta tesis, pre-

sentaremos brevemente una descripciéon de dos conceptos relevantes para su comprension:

los impuestos distorsionadores y los bienes piiblicos congestionables.

IMPUESTOS DISTORSIONADORES.

Seguimos a Joseph Stiglitz (1988) en la definicién de impuestos distorsionadores como aque-
llos en los que por razén de su aplicacién, provocan que el individuo trate de alterar sus
obligaciones fiscales; por cierto que este autor menciona también que “casi todos los im-
puestos que existen en los paifses occidentales son distorsionadores en este sentido”.?® Un
par de ejemplos tipicos de este tipo de impuestos estdn vinculados a las ventanas: en Gran
Bretana, cuando se creé un impuesto por tenencia de ventanas en los hogares, la consecuencia
fue que se contruyeron casas sin ventanas; en este mismo pafs pero en fechas mds recientes,
debido a que “los vehiculos de tres ruedas, aunque quizd son menos seguros y no mucho mas
baratos que los de cuatro, pagaban menos impuestos que los segundos, por lo que muchas
personas los elegfan frente a los mds convencionales de cuatro ruedas”.? Un tercer ejemplo
tiene que ver con las decisiones de casarse o divorciarse. En Estados Unidos, la legislacion
fiscal considera que atin si se contrajo matrimonio el 31 de Diciembre, la pareja serd tomada
en cuenta como casada durante todo el ano fiscal; por esta razén, cuando ambos contrayentes
trabajan y tienen que elegir entre casarse en diciembre o en enero, entonces tienen mas in-
centivos para escoger enero, pues de lo contrario pagardn mds impuestos ya casados que si
continuaran solteros.

3 Stiglitz (1988), p. 433.
30Stiglitz (1988), p. 431.
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BIENES PUBLICOS CONGESTIONABLES.

Decimos que un bien piblico estd sujeto a congestién o es congestionable,*” cuando un
numero suficiente de agentes econémicos hace uso de ellos de forma tal que terminan sat-
urdandose, como pasa con las autopistas, los aeropuertos o los tribunales de justicia. El
siguiente ejemplo se debe Sala—i—Martin: “En principio, no podemos evitar que alguien
conduzca por la calle Balmes de Barcelona, pero si muchos conductores deciden ir por la
misma calle al mismo tiempo, entonces la calle se colapsa o congestiona. De hecho, se puede

argumentar que casi todos los bienes ptiblicos entran dentro de esta ltima categorfa”.®

4.3. Una versién simplificada del modelo de Easterly.

La forma ma&s sencilla de abordar el modelo de Easterly, es modificando la funcién de pro-
duccién de tipo CES por una Cobb—Douglas, que a final de cuentas es un caso particular de
la primera cuando la elasticidad de sustitucién es unitaria. Hacemos esto porque estamos
interesados mads bien en el aspecto de la relacién entre los tipos de capital productivo méas que
en la sustitucion entre factores. Con esto en mente y conservando el resto de los supuestos
de la versién original, podemos plantear y desarrollar un andlisis de la informalidad en el
marco de la teorfa del crecimiento.

Hacemos destacar que en la literatura, cuando se aborda el papel del gobierno y los im-
puestos en el crecimiento econémico, el énfasis estd dirigido generalmente a la obtencién
de impuestos 6ptimos en el sentido de la tasa de crecimiento y/o del bienestar social, y no
siempre estos Optimos son coincidentes. Sin embargo, en nuestro conocimiento, no se han
realizado andlisis similares enfocados mds bien a la presencia de proporciones éptimas entre
capital formal/informal, como haremos a continuacion.

4.3.1. SUPUESTOS. La version que manejaremos en esta tesis, parte de las siguientes
hipdtesis:

I. Se produce un solo bien en la economia, y la produccién total del mismo, Y, se destina al
consumo o a la inversion:

Y=C+1I5p (1)

II. El ahorro sigue siendo igual a la inversién bruta:

S=1Ig (2)

pero ahora el ahorro (y por ende, el consumo) no es una fraccién constante del ingreso como
en Solow, sino que es resultado de un proceso optimizador de los agentes como en Ramsey.
II1. El producto total se obtiene por la combinacién de tres insumos: el capital formal (Kr),
el capital informal (K) y la mano de obra (L):

Y = F(Kp, K, L) (281)

37También se dice que es un bien piblico parcialmente excluible.
38 Sala—i-Martin (2000), p. 137.
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siendo F' (Kp, Ky, L) tal que F : R‘:’L — R, , una funcién de produccién de tipo neocldsico;
luego, F' (K, K1) posee las caracteristicas descritas en la seccién 1.3.1. Especificamente,
utilizaremos la forma Cobb—Douglas:

Y = AK¢K; ™ (282)

con A como un pardmetro tecnoldgico.
IV. La variacién neta de cada forma de capital estd gobernada por:

Kp=1Ip—6Kp (278)

Kr=1;—0K; (279)

con ¢ € (0,1) como tasa de depreciacién del capital, y donde Ip = I + 1.
V. La fuerza laboral L se considera fija:

="

Msés aun, por simplicidad la tomaremos como estandarizada en la unidad (L = 1).
VI. Los servicios piblicos M estdn modelados como sigue:

M =Cy d° (283)

donde C es el consumo inicial y ® se describe en las Definiciones 4.1 y 4.2. Los servicios
ptblicos M son financiados por el gobierno mediante un impuesto a la inversion.
DEFINICION 4.1. Nos referiremos como sector informal a aquel que no paga impuestos, sin
incluir aqui a actividades como el narcotrafico, robos, etc.

DEFINICION 4.2. Denotaremos como ® a la tasa de capital informal a formal en la economia
(® = K;/Kp, tal que ® € [0,0)).

VII. El bienestar de cada individuo se conforma por la contribucién tanto del consumo como
de la provision de servicios piblicos, de acuerdo con:

1-0
w— <C+i”_)9 1 (284)

donde 6 tiene el significado que ya hemos manejado.

4.3.2. VARIABLES PER CAPITA. Por el supuesto de homogeneidad de grado uno
(rendimientos constantes a escala) en la funcién de produccién al ser ésta de naturaleza
neocldsica, podemos emplear las siguientes variables auxiliares definidas en términos per
capita:

Y F(Kp, K, L) AK{K;* AKQK;®
L L B L - LeLle
donde y, kr, v kr se refieren a la produccion, capital formal y capital informal todos per
capita.
Veamos ahora una serie de resultados en torno a la presentacién de las variables y que serdn
muy utiles.

cy = Ak R (285)
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PROPOSICION J.1. Bajo condiciones de competencia perfecta, el impuesto distorsionador
7 influye en los productos marginales de los dos tipos de capital, como sigue:

OY/ORr _ s (286)
Demostracion. Sea p el precio del producto nacional y wg, wy, el precio de los factores
productivos, con Y, Krp y K;, como antes.
En un mercado de competencia perfecta, las empresas maximizan su funcién de beneficio y
las demandas de los factores se obtienen resolviendo el problema:

Maximizar B (Kp, K;) = ingresos — costos
B(KF,K]) :pY — (’LUFKF +w1K1)

(287)
Sujeto a Y =Y (Kp, K)
que equivale al problema sin restricciones:
Maximizar B (Kp, K;) = pY (K, K;) — (wpKp + w;K) (288)
donde w; = w, wp = w+ 7w = (1 4+ 7) w; y cuyas Condiciones de Primer Orden son:
dir =P ok — Wr =0
(289)

o8B _  OY _
or; =P or; —wr =10

Cada una de estas condiciones implica que en el 6ptimo, el valor de la productividad marginal
de cada factor (PMg;) se iguala a su precio (w;):

Y .
D (9Ki_wi_0’ i=F1 (290)
aY
P oK, T W =p - PMg; = w; (291)

Las Condiciones de Segundo Orden de este problema establecen que

4 82B __ , OPMggp
okz =P "ok, <V

fo OPM
arz =D ot <0 (202)

2

2B (9°B 2B

(522 ) — |38 ) >0

(| 9KZ \ 9K2 OK 0K,
Las dos primeras CSO se cumplen si las productividades marginales de los factores son
decrecientes. La tercera condicién exige que, ademds sean lo suficientemente decrecientes
como para que los costes marginales aumenten segin se incrementa la produccién.
Asi, para un mercado de competencia perfecta como en el que se supone esté el bien nacional
Y, se cumple:

%
P oK,
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Si asumimos que p = 1, entonces

Y, = wr

YKI wr

Como ya mencionams antes, el capital formal esta sujeto a impuesto a una tasa 7 al momento
de su instalacién, entonces el precio del capital formal e informal es:

wp=(1+1)w

wr =w

Por tanto

Yep _ W
Yk, wr
(1+7)w

e
w

oY JOK p
OY JOK;

como se queria demostrar. []
PROPOSICION 4.2. La tasa de sustitucién marginal, R, para la funcién de produccién de
la economia considerada (ecuacién (282)), estd dada por:

11—« KF
R = — 293
= (%) (203)
Demostracion. Los productos marginales de la funcién de produccion, son:

aY o To—o

YK[ = (9_}(] = (1 - Oé) AKFKI (294)
aY oa— -

Yice = 5 K aAKY K, (295)

La tasa de sustitucién marginal entre factores se define como:

_ Yk,

R =
Yk,

(296)

luego,

R:

(1-a) AKEK;* 1-—a (Kr
aAKﬁf’lea a K7
y termina la prueba. [

PROPOSICION 4.3. Por las Proposiciones 4.1 y 4.2, la tasa de capitales ® puede escribirse
en términos de 7 de la siguiente forma:
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1—a)(1+7)
a
Demostracion. Sabemos por la Proposicién 4.1, que Yk, /Yx, =147 vy, por la Proposicién

o

= cte. (297)

4.2, que R = fT‘l <ﬁ> Luego, por definicién: R = Y, /Yk,., asi que por transitividad:

Ki
| e ﬁ
147  « K;
K I 11—«
= — = 1 =

X, - (I+7)
como se indicé en el enunciado. [
PROPOSICION 4.4. La funcién de produccién de la economia nacional (282) puede es-
cribirse en términos de una sola de las dos formas posibles de capital, ya sea:

Y =Y (Kp, @) = AD Ky,

l—a 298
Y =Y (Kp,7)=A [7“—&3)51*7)} Kp (298)
o bien:
Y =Y (K, ®) = &K/
Y=Y (K,r)=A|—o "k (299)
=Y (Kp,7) = A—a)(17) 1
de tal manera que las productividades marginales resultan constantes:
oy [l-a)(1+7)]7"
K A [ - = cte. (300)
oYy a “
= A = cte. 301
oK, lﬂ—aﬂ1+ﬂ} e (301)

Demostracion. Por la Definicién 4.2, se tiene que K; = ® K. Sustituyendo K en la funcién
de produccién, nos queda:

Y =Y (Kp,K;) = AKGK} ™ = AK® (dKp)' ™ = AD' K1

Luego, sustituyendo (297) de la Proposicién 4.3, tenemos:

Y:A[(l_a)a(HT)TQKF

El procedimiento es andlogo respecto a escribir (282) en términos de K; (Kr = K;/®).
Finalmente, el cdlculo de las productividades marginales es directo y resultan ser valores
fijos:

B oy [A-a)@+n]T
rep = PMgp = oK, —Al - = cte. (300)

aa;(/, =4 {(1—04)06(1+7)r
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finalizando asi la prueba. [J

Hacemos notar que en (300) y (301), estamos adoptando la notacién de Easterly para las

productividades marginales, de manera que en lo sucesivo:

PMgF:’I“F

PMg[:T[

4.3.3. DINAMICA DEL MODELO. A partir de los supuestos anteriores y procediendo

a la Ramsey, podemos formular los siguientes resultados:

PROPOSICION 4.5. (Tasa de crecimiento). La tasa de crecimiento de la economia descrita
por los supuestos de la seccién 4.3.1, puede expresarse en términos del sector formal o del

sector informal de la siguiente manera:

C_1( 5
c o\1++ p

c 1 M
6—5(7’[—5—p)<1—|—6)

Demostracion. El problema que encaran los agentes es el siguiente:

oo M 1-6 1
Maximizar B = / e Pt (C+ M) dt
0 1-46
donde
C=Y-(14+71)Ip—L;+T
sujeto a
Kp=1Ip—6Kp
O bien,
o] M 1-6 1
Maximizar B = / et (C+ M) dt
0 1-6
donde
C=Y-(14+7)Ip—Li+T
sujeto a

K;=1; - 0K;

(302)

(303)

(304)

(305)

(278)

(304)

(305)

(279)

es decir, resolvemos el problema de optimizacién tomando a uno solo de dos los tipos de
capital como variable de control, pero no simultdneamente pues no son independientes. Ob-
servemos que el consumo agregado C' es la variable de estado mientras que Kr y Kj (en

problemas separados) son las variables de control.
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La funcién hamiltoniana o hamiltoniano asociado a cada problema (por separado) es:

C+ M1 Y+T-C—1
H(-):[e—pt( +1_)9 +A(Ip = 0Kp) = [---]+A +1+T L _§Kp| (306)
si trabajamos con K, o bien

C+M)'’ -1
H(-):[e‘”( +1_)9 +v( —0K) =] ]+v[Y+T—=C—(1+47)Ip— 0K

(307)
si trabajamos con K7; nétese que en (306) y (307) para reducir el tamano de la ecuacion,
usamos:

—pt (C‘I’M)lio_l
‘ 1-6

Las Condiciones de Primer Orden son:

OH

90 = 0 (308)
; I?F = -\ (309)
si el problema de optimizacién se aborda con Kr como variable de control, o bien
g—g =0 (308)
g—jlé = —v (310)

si la variable de control es K.

Empecemos. Lo que haremos serd obtener expresiones para la tasa de crecimiento del con-
sumo (que también es la tasa de crecimiento de la economia) en términos de cada uno de los
dos tipos de capital, para lo cual, debemos abordar el problema de optimizacién con respecto
a cada uno de los capitales (por separado) como variable de control.

a) Con K; como variable de control. De (308), se tiene que

OH _
50 = e " (C+ M) "_v=0 (311)
Nétese que para obtener (311) hemos hecho

o o
%[V(II—(;KI)] = V%[Y—I—T—C—(I—I-T)IF—fSKI]
= v-(-1)
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Despejando v, tomando logaritmos y derivando respecto al tiempo (a la manera usual),

llegamos a

e (C+M = v

In [e_pt C+M7 = Inv
d d
%[—pt—eln(CjLM)] = Elnu
C+M) @
g ) Z
]

Si hacemos uso de (316) en lugar de /v (mds adelante se verifica su obtencion):

_,_glCtM) v _ o Y
P=""cxm ~ v % Ok,
—p—10 ! i(CjLM) =
C+Mdt
o, cC _ s 9Y
P=Vc+m 0K,

O —_l 5_8_Y_|_ —l a_y_(s_
C+M 6 ok, ") T 9\ oK, p

De esta forma la tasa de crecimiento del consumo queda:

: 1/0Y

C = (C+M)5(8_I(I_5_p)

: 1/0Y M [ 8Y
3o § (s

C = aC+ Ma

- ()3 o) (3o
C c ) o \oK, P c ) o\ oK, P
C M

c - a(l—l—F)

donde

1/0Y 1
a—é(a—m—fS—P)—@(ﬁ—fS—p)

Finalmente, explicitamos el resultado /v derivado a su vez de (310):
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0Ky 0Ky

v (Y

14 aK[

v oY

o= 5_8—KI (316)

Nétese que

oH 0 _ptCl’o—l —|—yi(] 5K))
0K, ok, \" T1-4 oK, 1T O

0

oY oY

Ahora veamos como quedan las cosas si trabajamos con K como variable de control y no
con K.

b) Con Kr como variable de control. De (308), se tiene que

oH 1
30 = Cc+m)”’

Nétese que en (317) hemos hecho

1+7‘>\ 0 (317)

9
oC

NIy — 0Kp)] — f%

1+7'

147

i)

Despejando A, tomando logaritmos y derivando respecto al tiempo, llegamos a

lY%—T C—1I 5K}
- F

1
1+7

ln[e_pt C+ M) 9} = InA—In(1+7)

e (C+M)”" =

d[ pt —Olne " (C+ M)™* d[ln)\ In(1+7)]

dt

[ I—

dt
(C+M) 3
A

A
P C+M 0=3
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Si hacemos uso de (322) en lugar de A/A (mds adelante se muestra c6mo se obtiene):

I V) N S U 4
Py X" 1+r0K,
—p—10 £(0+M) =
PV e Mmd a
C
—n—0 —
p C+M
C — _} 5_ 1 a_Y_l_
C+M 8 1+ 70Kp p
C 1 1 oY
C’+M_5<1+76KF_5_/)> (318)

Entonces, la tasa de crecimiento del consumo queda:

1/ 1 ay
¢ = (C+M)5(1+78KF_ _p>
. 1/ 1 oy M/ 1 oY
¢ = 5(1+78KF_5_”)0+7<1+78KF_ _p)
C = bC+ Mb (319)
C  (C+M\1( 1 N o Ny ML oy o
c - c )Jo\1+roKs P)= Cc)o\1+roKsy p
C M
G = b<1+6) (320)
donde
1/ 1 Yy 1/ 1
b_5(1+raKF_5_p)_§<1+TTF_5_’)) (321)

Por tltimo, mostramos c6mo se obtiene A/ a partir de (309):

OH A( 1 oy 5):_A

0K p 1+70Kp
Ao (1 oY s
A 1+70Kp
A 1 9y
A 5_1+78KF (322)

Nétese que
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OH B o0 B
— —pt —
OKr  OKp <6 1-0 )+)\8KF (Ir = 0Kr)
- o [Y+T-C—1,
B 0+)\8KF[ 1+7 _5KF}

1 9y 1 9y
= 0+ —0)=A -0
- (1+70KF ) (1+78KF )
y esto concluye la prueba. [J

PROPOSICION 4.6. (Trayectoria del Consumo). En la economifa nacional bajo analisis, el
consumo estd determinado por la siguiente trayectoria temporal :

C (1) = (Co+ M) edr=0=nt — o (323)

C(t) = (Cy + M) ed(T=rr=a=e)t _ zf (324)

Demostracion. Podemos describir la trayectoria temporal del consumo en términos del cap-
ital formal o del informal, el comportamiento dindmico es el mismo solo que escrito en
términos distintos. Empecemos con el sector informal.

a) Con K; como variable de control. Partiremos de (312), resolviendo la ecuacién
diferencial ordinaria:

C 1/0Y
C+M_5(6_KI_5_p) (312)

N ) fa
C+M _ 0\0K; p

In(C+M)+n = l(a—y—é—p)t

0 \OK;
1/0Y
ID(C+M) = 5(8—&—5—p)t—7’]

En ¢t=0:
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luego

C () = (Co+ M) edFRT2)1 _ )y
es decir:

C(t) = (Co+ M) ealr=0=0t _ pf (323)

De nueva cuenta, insistimos en que la expresién anterior estd escrita en términos del capital
informal, pero podemos obtener un resultado analogo expresado en funcién del sector formal,
sin ningin problema.

b) Con Kr como variable de control. Resolvemos la ecuacién diferencial ordinaria
(318):

C 1/ 1 oY
C’+M_5<1+76KF_5_'0) (318)
dc 1 1 oY
C+M_5(1+78KF_5_p)/dt
1/ 1 oY
In(C+M)+n = 5(1+7’8KF_ —p)t
1/ 1 oY
In(C+M) = 5(1+7’(9KF_5_p>t_77

1 oY
(1+T oK 767p)t - M
Al inicio, en t = 0:

CO)=e¢ —M=Cy=e"=Cyt+ M

luego
C(t) = (Co + M) ed (TR —0)t _ 5
C () = (Co+ M) eb(T=re=0=0)t _ g (324)

esto concluye la prueba. [
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4.3.4. EL BIENESTAR. Procedamos ahora a determinar el bienestar social de la
economia; como hemos podido ver en las proposiciones anteriores, los resultados pueden
escribirse en términos del sector formal o del informal. En lo que sigue, expresaremos todo
en funcién del sector informal.

PROPOSICION 4.7. (Bienestar Social). En la economia descrita por los supuestos de la
seccion 4.3.1 y si p > (1 —0) (r; — 6), el bienestar social estd dado por:

1
1-4

Demostracion. De (304) sabemos que

> M) -1 b
B— / oot (CH M) dt = lim
0 1—0 b—oo 0

B

(325)

p—(1—=0)(rr—0) »p

0 (Cy+ M)*° 1]
p

C+M7 -1
1—-6

e—pt (

dt

Calculemos la integral.

121

1-0
00 - (ri—d—p)t _ ] _
. / aCEa [(Co+ M) it M+ M| -1
b (Co+ M) e%(”*‘s*p)f} I
= lim e = dt
b—oo 0 1 — 9
o, (Co + M) e%@(”—é—p)t] —1 ]
= lim e " = t
b—o0 0 1 — 0
b -<Co + M)l_e 6%;9(”767’0)1‘/] b 1
= blim et L T dt — blim e 7 dt
—00 Jq — —oo J —
(Co + M) b 0, _s 1\ 1 b
2 lim [ e eTw it g [ lim [ e (—pdt)
1-0 b—oo /o 1% 1—0bv-0 0
_ (CU + M)1_0 : ’ [H(rj—é—p)—p]t 1 : —pt
= ;) Tl
(Cot+ M)'™ " [0, 5y 1\ 1
= ——1 7 (ri=0=p)=r]t -] —10-1
-6 %), © (o)1=l 1
M 1-0 b -(179) rr—86—p)—0p 1 1
= Mlim/ el ! }tdt—(—)—
1 - 9 b—oo 0 p 1 -
M 1-6 b [a=0)(r;=8)—(1—-0)p—0p 1 1
Mlim el 0 }tdt_ <_)_
1 - 9 b—oo 0 p 1 -
M 1-6 b -(179) rr—38)—p 1 1
Go+ M) 7 lim el ! }t dt — | = ) ——
1-6 b—oo J 1% 1—-6

dt



(CO+M)1_0 9 . b |:
= lim e
1-46 (1=0)(r; —9) — pboco Jy

(L
p) 1—106
(Co + M) 0 , (1-0)(r1=8)—p , ’ 1 1
= lim |e 0 —
1-4 (1—=0)(r; —9) — pbooo

Si asumimos que®’

(1—=0)(r;—90)—p<0& (1—0)(r;—0) <p,estoes: p>(1—0)(r;—9) (326)

entonces

.- 1-0
B = / oot O — 1,
0

1—46
(Co—FM)lio 0 . (1*0)@‘9175279tb_ l L
1-0 (1—9)(7«1—5)_/”}5&{6 ]0 (p)l_
~ (Co+ M)’ 0 1\ 1
Y (1—9)(r1—5)—p[0_1]_(;)ﬂ
_ (Co+ M)™° 0 1 1
T 1-4 (1—9)(7»,—5)—[(;)@
1 0 (Co+ M)"° 1
MY p—(1—9)(r1—5)_;] (325)

que es el resultado indicado en el enunciado. []
PROPOSICION 4.8. El bienestar de la sociedad puede expresarse como una funcién de la
tasa de impuestos (7) o de la proporcién de capital formal a informal (®) como sigue:

- ! 903_0 (1 + (I)*a)lfo l

B(@)—1—9[p—(l—e)[q,—ﬁu_a)_é]—p] 2
90&*9 14 %.Elfa) o) 10

B(r) = 1 { [ } } B .

=0 p—a-ofan-ayr[5] -0} »

Demostracion. Consta de un trabajo algebraico cuidadoso. Por la Proposiciéon 4.4 y la
notacién de Easterly para las productividades marginales, observemos que

q)—*i =T (CI))
r;= (329)

a-a)[zz5] =

39Para garantizar la convergencia de la integral de bienestar social.
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Por otro lado, la relacién entre ® y la tasa de impuestos 7, establecida en la Proposicién 4.3,
permite desarrollar las siguientes relaciones que serdn titiles en el célculo:

147
1+7

Y la funcién M puede expresarse:

Co

Entonces, si sustituimos (329)—(?7) en

(14+7)(1—«w)

da

= —1
11—«
11—«
(%6
da

11—«

Co = = M (®)

|:(1+T)(17a)} L M (1)

«

(325), se obtienen (327) y (328):

0(Co+M)" 1
p—1=0)(rr=205) p

0 (Co+ Co &) 1]

= (1-0)(5:—3) »

1
B pu—
1—0
—_ 1 [
14
B 1
14
Por otro lado,
1 [ e

0 1+ )" 1
p—(1—=0)(AD~>—=4d) p

1-0| p—1-0)(rr—06) »p

+ M)? 1]

)10
0{00+C'o | erliel | }

Esto concluye la prueba. [J
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Lo que sigue ahora es encontrar el valor 6ptimo de ® y/o el de 7. Es decir, se trata de
ver para qué valores de ® 6 de 7, se alcanzard el méximo Bienestar Social, B. Debido a
que estamos interesados en el efecto de la economia informal mds que de los impuestos,
seguiremos manejando nuestro problema en términos de ®. Concretamente, se trata de
encontrar para qué valor de ®, se alcanzard el maximo o minimo Bienestar Social, B, y si
éste @ es nulo o bien ® # 0.

Esto se detalla en la siguiente seccién.

4.3.5. BIENESTAR OPTIMO. En lo siguiente se aborda la minimizacién del bienestar
social. Para ello, trabajaremos con la siguiente forma funcional en lo sucesivo:

o | 90019(1+<I>—a)1‘9_}]_ 1 {90019(1+<I>—a)1‘9 1}

1=0| p—(1=0)(r;=6) p| 1-0)p—(1-0)(A>>—-5) p

CONDICION DE PRIMER ORDEN. Haremos uso de

B (®)=0

para hallar puntos criticos. Empecemos:

, 1 d 90191+<I> oyt 1
o () e
B 1 i 90101+q> oy

B d<I> p— ) (AP~ —§)

, (003N d (14 @)
B(®) = (1—9)%{,>—(1—9)(A<1>a—5)}

Hagamos la derivacion por separado:

du d

d® ~ do [(1“1’ )H] =(1-10) (1+q>—a)9d%(1+¢—a>
du vt o
5 - 1= (1+e) ()P
;i_g =—a(l1-10) (1 + q)—a) 0 a1

Luego
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vj—g =—a(l-0)[p—(1-0) (A2 *—§)] (1+ <1>—a)—‘9 p-a-1

Por otro lado,

dv d d

o B d oo
d—q)_d—q)(p)—(l—ﬁ)d—q)(fl@ —§) =—(1 e)Ad@ (@]
dv —a—1
i —(1-0)A(—a)®
dv _ —a—1
Luego
W2 a (1-0) (1+@ ) gt
dd
Reagrupando:
vy a1 =0) [p— (1= 0) (40 —8)] (14 7)o
dd dd

—aA(1-0) (1+ o) oot

B ot [ P (1—=0) (A =) (1 + @)’
= —al=0)¢ { T e }

a1 [ [p— (1= 0) (A7 = §)] (1 + 0 )7"
—al-9)2 { FAQ+d ) (1+ )"’ }

vog e = —a(1-0) (1+ o) "o [p—(1-0) (4D —5)]| + A1+ D)}

Entonces

v (155) [ (55

B (®) = <¢910:%;) —a(l—-0)(1+ @_a)—G[(I)__a_l {_[p —(1 —f)_(Aq);a O+ AL+ o)
p—(1—-0)(Ad= —9)]

Pero, B’ (®) = 0, por lo cual podemos despejar como sigue:

[p—(1—0) (A —5) ]+ A(1+d ) =0
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Realizando las operaciones algebraicas para después reagrupar los términos en ®:

p—(1—0)(AD*—4§) + A+ AP * =0
p—(1—0)AD ™+ (1—0)6+ A+ AD > =0
p+(1—0)+A=(1—0)AD " —Ad = (A—HA— A)

p+(1—0)5+A=3"(—0A)

Esto es

pr(L—06+A _ p+(1-0)3+A4

—0A A
Observemos que si 0 < # < 1, la fraccién anterior serd negativa, por ende se requiere que
6 > 1, como primer requisito para la positividad del término. Pero, ademds serd necesario
que:

oo =

p+(1—-60)0+A<0

p+0—00+A<0&p+0+ A<

¢<9@%+1<0

Esto es, se requiere que:

> 1: 9>1+<#).

Esto es una opcién; otra opcién es que simplemente:

p<(®-1)5—A

Una vez cumplidas las condiciones de, por ejemplo, la primera opcién, podemos concluir que
hay un punto critico positivo (®* > 0) en:

o =

o195+ AE
oA

Veamos ahora la naturaleza de dicho punto critico.

O—1)6—p—A] "=
oA
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CONDICION DE SEGUNDO ORDEN. Haremos uso de

B" (®*) <0< Bpax (9)

B" (®*) > 0 < By (®)

Debemos determinar entonces el signo de la segunda derivada. Realizamos ese cdlculo a
continuacion:

d

B// ((I)) _ EB, ((I))
donde
B (®) = (905‘9) —a(1—=0)(1+ &) o {[p—(1—0) (AP — )] + A1+ D)}
L= p—(1—0) (Ad2 —5)

Tratemos de simplificar un poco:
[P—(1=0)(AD =)+ A1+ ) =p— AP+ 0+ 0AD -0 + A+ AP~

=p+(1—-0)0+0AD >+ A
Sea a1 =p+(1—-6)0+ A,

p—(1—0)(AD*—6)| + A1+ D) = a1 +0AD

entonces

(140 )01 (g + HAD)
[p— (1 —0) (A~ —§)]?

B'(®) = (—abCy™?)
Simplifiquemos un poco més:
p—(1-0) (ACID_O‘—(S) = p—(1-0)Ad*+(1-0)0
= a—A—(1-0)Ad™
Sea as =a; — A,

p—(1—0) (AP —04) =as— (1 —0) Ad™°
Luego

B" (®) = (—afCy~’) d% {

(140 )1 (g + AD )
[ay — (1 — 0) AD—]?

Notemos que
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O (a1 + 0ADP™*) = ;@ + A !
Tal que

B" (®) = (—abC;™")

d [1+2)" (@@ +0AP 2
do lag — (1 — 0) Ad—<]?

El problema es calcular (o mas bien, determinar el signo de)

d%{(H@a)—@ (1@ 4040727 [ay — (1 6) A9~}
d d d du
E(u-v-w) = E(u-(v-w))—uﬁ(v-w)—l—(v-w)@

— d_w_|_ @ +( )%
- "\"ae ") TV ae

dw dv du
= (u v)%+(u~w)ﬁ+(v- )@

Calculamos entonces las derivadas de w, v y u. Empezamos con u:

U= (1+<I>_a)70 >0

du  d S0 —ay -1 d oy _ cay—0-1 4 e
5 = gt e) =040 T o (1407 = =0 (14 27) T = (277
= g1+ ) (cad ) —af (14 2) T !

du —a\—0-1 x —a—1
Ahora con v:

v = (al@_”_l + QACID_QO‘_]‘)

No podemos determinar el signo de v, pues a; < 0 (ya que a3 = p+ (1 —0)5 + A < 0, pues
0 > 1+ (Z4) es equivalente a p + (1 — 0) + A < 0).

3—; d% (@ '+ 040> ) =y (—a—1) D P+ A (-2 — 1) D2

— > 2[ay (a4 1)+ 04 (20 + 1) ]

3—; =02 [a) (@ + 1)+ 0A (20 +1) D]

Por dltimo, con w:
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w = [ag—(l—ﬁ)ACI)’a}_Q >0

Noétese que as < 0, pues as = a; — A y a; < 0. Continuemos:

dw d =2 e -
o ﬁ[@—(l—@)/ﬂ) | "=(-2)[as— (1 —0) AD™°] E[%—(I—H)ACI) ]
= (-2)[-(1=0)]A [a2— (1—-0)AD "] " —
= 2(1-0)A [a2— (1—-0) A0~ * (—a) & !

= 20(1-0)A [as— (1—-0)Ad ] " p o1

dw
dd
Regresamos al principio

= 20(1-0)A [a3— (1 —0) AD] oo

d {(1+<1>a)" (a1q>a1+9A<1>2a1)}

B"(®) = (~abCy™’) 75 (a3 — (1 — 6) AD—]?

el término (—aQCé_e), es negativo; asf que basta con la derivada evaluada en el punto critico
sea positiva, y tendremos un méximo beneficio en 6*. Veamos con cuidado la descomposicion
de la derivada:

B"(®) = (—adC;™?)

d {(1+<1>a)9 (alfbal—l—QACI)Qal)}

o las — (1 — ) AD—]?
= (et} ) {142 (@ $ 042 ) [y - (1-0) a0 ] 7
= (~0lC}) 2 (v )
= (—abCy™") [(u v)g—gﬂu w)j—;’)+(u w) j—g}

Hasta ahorita sabemos que:

U, W @>O
) 7d¢
Pero
v @ d_w i signo?
7d@’d@’ () g N

., Qué podemos hacer? ;Qué necesitamos?
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(u-v)d—w>0:>v d_w>0 (a)

dd 4o
dv dv
(u-w)ﬁ>0:»ﬁ>0 (b)
du
(v-w)d—q)>0:>v>0 (c)
Luego, por (a) y (c), debe verificarse que:
dw
ﬁ >0
Esto es se requiere que
o dv
Tdd’ dP

. Qué condiciones en los pardmetros permiten que tales desigualdades se cumplan ?

v= (0@ + 0407 ) = (a1 + 0AD ™)

Para que v > 0, basta con que a; + 0AP™* > 0.

v [w—l)gA—p—A}‘%

o | pr(=0)+4
- oA

()" = {(9 - 1)514— p— A]

(9_1)3/1_””4} a4+ [(0-1)5—p— A

= p+(1-0)d+A+[0—-1)6—p—A4]
= 1-0)6+0—-1)0=0(1-0+60—-1)=0

ay + 0A (q)*)—a = a1+ HA [

Luego

v=0"""(a;+0AD) =01 (0)=0

Y simplificamos:

B (@) = (~a0C ) |(u- ) G

Basta con que

dv
ﬁ>0

y habremos terminado la prueba.
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d
d_:I)) =—0?[a; (@ +1)+0A(2a+1) D]
Para que j—; > 0, es suficiente con que

a; (@ +1)+0A2a+1)(®*)* <0

Veamos si ocurre asi:

dv s -
d_<1>@*:—(<1>) a1 (0 + 1) + 04 (2 + 1) (D) 7]
3_;‘1’* ) —(¢*)“2{a1<a+1)+m<2a+1) (9—1)214—/)—,4]}

= — (@) o (a+ 1)+ 2a+1)[0-1)0—p— A}
= — (@) Hai(@+1) = (2a+1)[(1-0)5+p+ A}

Pero a; = p+ (1 —0)J+ A, entonces

dv

ol = @) (et - Qe+ 1)al

— —(@) " % [(a+1) = (20 + 1))
= — (@) " a(-a)

pues a; < 0. Por tanto,

B (#) = (-a6C) |- ) G5 = (VS R ) ()] >0

B () = (-a00) [0 0) G > 05 = B (@) = B (@)

y en lugar de un méaximo beneficio tenemos un beneficio minimo. [l

Capitulo 5. Conclusiones.

En el capitulo 1 de esta tesis, realizamos una introduccién relativamente amplia de la teoria
del crecimiento econémico. Senalamos que el crecimiento econémico esté ligado al bienestar
de una sociedad pues, en la medida que una nacién experimenta crecimiento de su produc-
cién y por ende, de su ingreso, habrd mayor posibilidad de que el bienestar de las personas
sea mayor, tras una distribucién socialmente eficiente del ingreso. Asi, cuando hablamos
de “crecimiento econémico” queremos decir que el nivel de vida de todas las personas debe
ir en aumento. En este primer capitulo hemos abordado el modelo de Solow—Swan como
antecedente pionero de la teorfa actual del crecimiento econémico, asi como el enfoque de
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Ramsey—Cass—-Koopmans que considera agentes maximizadores de su bienestar. Mds ade-
lante, se presentaron dos versiones representativas (modelo AK de S. Rebelo y modelo de
gasto publico de R. Barro) de la denominada corriente endégena del crecimiento. En par-
ticular, hemos visto como estos modelos dan lugar a recomendaciones de politica econémica
que quizd ya eran relativamente familiares pero que ignorabamos su origen. Buena parte de
tales medidas provienen de estos modelos y de otros cémo los que aqui hemos estudiado.
En el capitulo 2, retomamos el hecho de que por mucho tiempo un patrén malthusiano en la
dindmica poblacional laboral, ha sido piedra angular en las teorfas del crecimiento econémico.
Destacamos que por lo general, se evita la incorporacién de modelos poblacionales mas
complejos pero también més realistas. En este capitulo se analizaron los cambios y similitudes
que se presentan cuando relajamos la perspectiva malthusiana en la dindmica poblacional
laboral, y utilizamos en su lugar algunos modelos demograficos mas apropiados para las
sociedades humanas.

Lo que aqui hemos mostrado es que elevando gradualmente la complejidad funcional de
la dindmica poblacional via la introduccién de supuestos maés realistas a nivel demografico
como la migracién o la limitacién de espacio, se tienen resultados marcadamente diferentes
en la trayectoria a corto plazo de la economia, pero también se muestra que las diferencias
desaparecen en el largo plazo. Esto es, la mecdnica del crecimiento econémico sigue siendo
muy parecida en el largo plazo, aunque a corto plazo no ocurre asi.

De esta manera, hemos podido considerar estructuras concebibles para la evolucién en el
tiempo de la poblacién trabajadora. Como hemos visto, podemos concluir que atin cuando
al introducir mejores modelos poblacionales se agrega un mayor e importante grado de re-
alismo, ciertamente los beneficios de su inclusién quizd no superen las complejidades de su
manipulacién, por lo que este balance es lo que motiva el hecho de que, en la literatura de
corte més bien econométrico sobre crecimiento econémico ain predomine: a) el supuesto
simple de que los trabajadores se reproducen siguiendo la ley de Malthus o bien, b) la con-
sideracion de que la fuerza laboral es constante.

En el capitulo 3 se presenté una propuesta inspirada en el trabajo previo de Nelson y Phelps
para modelar la dindmica de cambio tecnolégico entre dos economias nacionales, una con
caracterfsticas de liderazgo técnico y otro rezagada. Se encontré que en el largo plazo, la
brecha tecnolégica entre las economias converge a un estado estacionario tal que, conservar
o intercambiar las posiciones de liderazgo depende del esfuerzo gubernamental en cada pafs.
En particular, se muestra que —para un pais rezagado— el hecho de incrementar el nimero de
cientificos y tecnélogos asi como el financiamiento gubernamental en I+D (de manera que
se superen las correspondientes cifras del pais lider), permite el esperado rebase (tanto en el
aspecto técnico como en el de mayor crecimiento econémico).

En el capitulo 4, en el marco de una versién simplificada de un modelo de Easterly sobre
crecimiento y economia informal, se resolvié el problema de control 6ptimo de encontrar las
trayectorias que maximizan la funcién de bienestar social sujeta a las restricciones dindmicas
correspondientes de cada uno de dos tipos posibles de capital: formal e informal. Con ello,
y tras definir una ecuacién apropiada para modelar la aportacion de los servicios piiblicos al
bienestar, se encontré una expresion analitica para la funcién de bienestar social dependiente
de la proporcion de capitales informal a formal, ®.

Luego, se probé que hay un bienestar social minimo con un sector informal no nulo, lo que
apoya la idea de procurar su desapariciéon o al menos su reduccion.
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APENDICE A.

Microfundamentos en la Condiciéon de Equilibrio
Macroeconémico (modelo de Solow).«

En el modelo de Solow—Swan, hacemos uso de la condicién de equilibrio macroeconémico:
Y = C+ S (el producto se consume o se ahorra), como punto de partida. FEn esta sec-
cién veremos que dicha condicién puede obtenerse a partir de microfundamentos, esto es,
considerando explicitamente la presencia de mercados.

PROPOSICION A.1. La condicién de equilibrio macroeconémico, ¥ = C + S (o bien:
Y = C + I), utilizada para deducir la ecuacién fundamental de Solow, puede derivarse a
partir de la incorporacién explicita de los mercados de: (a) trabajo, (b) activos financieros,
y (c) bienes producidos.

Demostracion. Consideremos una economia de mercado en donde existen dos agentes: los
hogares y las empresas, los primeros maximizan su utilidad o bienestar (que depende del
nivel de consumo) y los segundos maximizan su beneficio. La restriccién de los hogares es
el ingreso salarial, y la restriccién de las empresas es el ingreso financiero. Respecto a los
hogares, el ingreso total de las familias resulta ser:4!

Ingreso ~ Ingreso Ingreso
Familiar ~ Salarial por Activos
= wL+rA

donde w es el salario, L es el nimero de trabajadores, A son los activos (cuentas bancarias,
bonos corporativos si se compran, o acciones si se adquieren y estdn en la bolsa de valores)
y r es el rendimiento de los activos. Este ingreso familiar se puede consumir o ahorrar:*?

Ingreso
Familiar pC+5
wL+rA = pC+S

donde p es el precio del producto y el ahorro estd dado por la variacién de los activos
financieros: S = dA/dt = A. Luego,

wL—I—TA:pC’—I—A

Es importante destacar que podemos suponer que los hogares poseen el capital o bien que
lo poseen las empresas, matematicamente es lo mismo. Vamos a suponer que lo tienen los
hogares y se lo rentan a las empresas. Ademds, el capital es el tinico activo: A = K (luego,

A=K).

40Este apéndice estd basado en Casares (2010) y Barro et al (2004).

41 Asumimos que los hogares poseen la mano de obra (trabajo) y activos financieros. Asi, por la mano de
obra se percibe el salario, w, y por los activos se obtienen rendimientos, r.

12Esto es, las familias emplean la renta no consumida para acumular més activos.
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Respecto a las empresas, sus niveles de ingreso dependen de la cantidad producida, Y, asi
como del precio de venta del producto, p, esto es

Ingreso
de las Empresas =pY
Por otro lado, las empresas contratan trabajadores, L, y demandan capital, K, luego sus

costos son:

Costo

de las Empresas =wlL+rK+dK=wL+(r+9) K

donde § es la tasa de depreciacién. Por tanto,*?

Beneficio
de las Empresas B=pY —lwl+(r+0) K|
Asi, el problema de las empresas consta de maximizar su beneficio, B, que puede abordarse
como un ejercicio de optimizacién bivariable sin restricciones, y para lo cual haremos uso del
supuesto de que: Y = WKL~ (con ¥ como productividad de los factores). En particular,

de la condicién de primer orden tenemos:

g—f = a%(pY—wL—rK—(SK):a%(p\IJKaLl_a—wL—rK—éK)
Z_’i = p(1-a) YKL ™*—w=0

= w:p(l—a)\I/Ko‘L_“:pg—};
g—i = aiK(pY—wL—rK—aK):a%(pq/KaLl—a—wL—rK—aK)
g—i = paWK“ 'LV — (r+6)=0

= T:pa\I/KO‘_lLl_O‘—(Sng—]};—(S

Con este resultado ya podemos escribir la condicién de equilibrio macroeconémico (recordemos
que en las economias de mercado cada agente toma sus decisiones de forma independiente,
pero el mercado las coordina).

wlL+rA = pC—I—A
wlL+r K = pC—l—K

aY aY :
) L+ |p(s=)-6| K=pC+K
b (aL P\ oK b
43Es decir, las empresas contratan (rentan) el capital y el trabajo a los hogares para generar una cantidad
de producto que se vende a un precio p.
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Asumiendo que p = 1:

() [ w-cos

Sustityendo los productos marginales:

(1-a) UKL L+aUK* L' K — 6K =C + K
(1-a)PKLY® + aUK*L'"™ — 6K = C + K
1-a)Y+aY —6K=C+K
Y —6K =C+K

Y =C4+K+6K=C+1

pues K = [ — 6K (la inversién neta es igual a la inversién bruta menos la depreciacién); y
esta es la condicién de equilibrio en el mercado del bien. []

APENDICE B.

La versiéon general del modelo
Ramsey—Cass—Koopmans.

En el primer capitulo de esta tesis, hemos visto el modelo de Ramsey—Cass—Koopmans con
funcién de produccién Cobb—Douglas y con una funcién de utilidad concreta. Veamos el
caso para funciones generales f (k) neoclasica y u (¢) “bien portada”. El problema a abordar
es el siguiente:

Maximizar U:/ e~ Py (¢) dt
0

Sujeto a

k=fk)—c—(n+0)k

PROPOSICION B.1. Para una economia inscrita en el problema anterior, entonces la tasa
de crecimiento del consumo viene dada por:

¢ J'R) —(ntitp)
c Q(c) (B1)

Demostracion. Debemos resolver el siguiente ejercicio de optimizacién dindmica:

Maximizar U:/ u(c) e” Pt
0
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Sujeto a

k=f(k)—c—(n+06)k

El Hamiltoniano en valor presente del problema serd**

HP () =u(c)+ P k

HP () =wu(c)+ 1P [f(k)—c—(n+0)k] (B2)

Las Condiciones de Primer Orden son:

HP =0 (B3)
H} = -’ + p? (B4)
De (B3) y (B4) se tiene que:
a;ip:Hf:O@u/(c)—ypzo (B5)
VLR = (n+ )] = =074 pr”
= (R~ (05 p)] = (B6)

En su forma actual, las ecuaciones (B5) y (B6) no nos permiten resolver el problema, por lo
que realizaremos un poco de trabajo adicional:
Rearreglando (B5) y derivando con respecto al tiempo,

d d
p [’ (c)] = Ev” =u"(c) ¢ =10

Tal que

u’(c) e=—v" [f (k) = (n+6+p)]

Sin embargo, u ' (¢) = vP, entonces:

u’(c) ¢=—u'(c) [f'(k) = (n+6+p)

¢=f"(k)—(n+d+p)

“En este apéndice, al tratar la versién general del modelo RCK, emplearemos el hamiltoniano en valor
presente, que no debe confundirse con el hamiltoniano “tradicional” utilizado en el primer capitulo. Sin
embargo, ambos son equivalentes y el empleo de uno u otro no altera la dindmica del sistema pero si puede
simplificar el tratamiento o manipulacién del problema, razén por la que suelen usarse. En concreto, si H
es el hamiltoniano “tradicional” y v es la variable de coestado (o multiplicador “dindmico” de Lagrange)
asociadas, se define el hamiltoniano en tiempo presente como: HP = Hef!, siendo la variable de coestado en
tiempo presente: vP = vet, con p como tasa de descuento (el superindice p indica tiempo presente). Detalles
adicionales pueden consultarse en Lomeli et al, p. 372-376 (2003).
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Pero el término a la izquierda de la igualdad es muy similar al coeficiente de aversién al

riesgo relativo de Arrow—Pratt®:

_Cu//(c)
Q(C)_ U/(C) (B7)
Por tanto,
O] (g
[ u,(c)] () k)~ (nt 64 p)
Q) (;f):f'<k>—<n+6+p>

C

Q(c)

que era lo que se queria demostrar. []

PROPOSICION B.2. La economia descrita por nuestro problema de optimizacién tiene una
estabilidad de punto silla en el equilibrio no trivial.

Demostracion. Para determinar la estabilidad de la economia, emplearemos la linealizacién

del sistema:
F c
||k

en los puntos de equilibrio. En particular el equilibrio no trivial (aquel en el que se evita que
k=0y/6c=0), se verifica:

= (B8)

_ a@ S (k) = (n+0+p)],
Fieh=| U

(k) —c— (n+8)k

frE) =(n+0d+p)

& =1 (k) — (n+6) k" (B9)
Luego, la matriz jacobiana de la aproximacion lineal es:
ok OF
dc Ok
J (" k") =
oFy OF
dc ok
s )=+ o+ 9] [gis] £ ()
J(c* k) = (B10)
-1 (k) —(n+9)
Pero, por (B9), f'(k*) — (n+d + p) = 0; ademés:
) —=(m+d) = (n+d+p)—(n+9)
= p (B11)

45Para el caso de las funciones de utilidad manejadas en esta tesis (y en la mayor parte de los modelos de
crecimiento econémico), el coeficiente de aversion al riesgo relativo es constante: € (c¢) = 6 = cte., esto es,
son funciones de utilidad ARRC o CARA (por su denominacién en inglés), donde 6 es independiente de c.
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a partir de lo cual, podemos afirmar que la matriz jacobiana estd dada por

Qlc* [f/(k*)—<5—|— )] % f”(/{?*)
J(c k) = (c*) p [ ( )}

-1 [ (k") —(n+9)

- (B12)

cuya traza y determinante son:

TrJ=0+p=p>0

% %

Q(EC*) f (kr*)] = [Q(Ec*)] F" (k) <0

lo cual implica que hay dos raices reales: una negativa y la otra positiva. Por tanto el estado
estacionario (¢*, k*) es un punto silla. [

APENDICE C.
Condiciones de Transversalidad.

DetJ = 1(0) (p) = (=1)

En el desarrollo de la tesis se hace uso de algunos resultados apoyados en las denominadas
condiciones de transversalidad. Dichas condiciones, siguiendo a De la Fuente: “imponen una
restriccion sobre el valor asintdtico de las variables de estado (en nuestro caso, del capital
fisico). En ausencia de esta restriccién, el comportamiento 6ptimo de los hogares podria
involucrar préstamo financiero y consumo no acotados”.*® En particular estdn relacionadas
con la idea de evitar los juegos Ponzi o de financiamiento piramidal,*” es decir, evitar que
los hogares terminen con deuda en el “infinito” (al final del periodo de optimizacién).*®

La interpretacién econémica generalmente aceptada de estas condiciones de transversalidad
es que el valor del stock de capital debe ser asintéticamente cero, es decir, al término del

4De la Fuente, p. 624 (2000).

4TEn la explicaciéon de Lomelf et al, p. 388 (2003): “el nombre proviene de Charles Ponzi que vivié en
Boston durante los anos veinte del siglo pasado y fue condenado por el fraude de organizar esquemas de
inversién tipo “pirdmide”. Probablemente el lector ha sido alguna vez victima de un juego de Ponzi. El que
comienza el juego pide dinero,digamos $100 a n personas, cada una de las cuales hace lo mismo con otros
n individuos y asi sucesivamente. De esta forma funcionan las cadenas de cartas y las llamadas pirdmides.
En particular, Charles Ponzi emitié un tipo de bono llamado cupén postal y pagaba los rendimientos de los
mismos con nueva deuda, es decir, con la venta de més cupones”.

“8En otras palabras y siguiendo a Barro y Sala-i-Martin, p. 89 (2004), se trata de financiar el consumo
actual tomando dinero prestado, y después utilizar préstamos futuros para refinanciar el principal y cubrir
los intereses; haciéndolo sucesivamente y sin que nunca se amortice el principal. Asi pues, un hogar que
pudiera tomar dinero prestado de esta manera podria financiar un nivel arbitrariamente alto de consumo de
manera perpetua.
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periodo de optimizacién el valor del stock de capital debe ser nulo (entendiéndose por valor
del stock de capital al producto: v (t) k (t), donde k (t) es el stock de capital fisico y v () es
el precio sombra del capital (o variable de coestado)).® Si bien surgen diferencias cuando el
horizonte es finito o infinito, Sala—i—-Martin destaca la siguiente idea intuitiva: los “individuos
optimizadores no quieren dejar nada que tenga valor después de su muerte”.’® O también,
se dice que “los padres no dejan nada de herencia”, en palabras de E. Césares.!

En este apéndice mostramos y en su caso citamos, cémo se obtienen los resultados utilizados
en la tesis, que se derivaron de las condiciones de transversalidad.

C. 1. Modelo de Ramsey—Cass—Koopmans.

Respecto al primer modelo de optimizacién dindmica abordado en la tesis, se tiene la sigu-
iente:

PROPOSICION C.1. De los dos puntos de equilibrio no triviales en el modelo de Ramsey—
Cass—Koopmans desarrollado en la seccién 1.9, (k*, ¢*) y (k**,0), solamente la trayectoria que
lleva a (k*, ¢*) verifica la condicién de transversalidad, por tanto la tinica trayectoria recorrida
por el sistema es aquella que converge a (k*,c*).”? Luego, el sistema es dindmicamente
estable.

Demostracion. Véase Sala-i-Martin (2000), p. 102-104, o también: Acemoglu (2009), pp.
302-304. Una prueba maés, aunque con el inconveniente de contar con el supuesto adicional:
0 —ap > 0, es la siguiente: En el modelo RCK de la seccién 1.9, las familias maximizan:

00 1-60
U= / ot gy
0 1—6

sujetas a la restricciéon presupuestaria:
k=f(k)—c—(n+0)k

y la condicién de transversalidad (CT) es:

lim [v (t) - k(t)]=0

t—o0

donde v (t) es la variable de coestado, y los puntos de equilibrio no triviales son:

(k*, ¢*) = (((g‘TAp)ﬁ AR)Y = (n+9) k*) (75)
(7, 0) = (%)™ 0)

Ademas,
= (o) £ (k) (73)

= v (t) = v (0) b+~ "Bt

4 Barro y Sala-i-Martin, pp. 609-611 (2004).

0Sala-i-Martin, p. 48 (1994).

lC4sares, Curso de maestria: Teoria del Crecimiento Econdémico, lunes 1 de Marzo (2010).
2El equilibrio trivial (0,0) no es de interés al considerar consumo y capital nulos.
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donde f ' (k) = aAk~(1=%), Asi, en (k*,c*):

FrE) = aAd(R) " =aA

f() = aA (M) —5+p

aA

En las proximidades de k*,

=n+0)—f'(k)=Mm+0)—(6+p)=n—p=—(p—n) <0

kx~k*
= v (t) = v (0)e P!

Aplicamos este resultado en la CT, para una vecindad de k*:

lim [voe’(p’")t . k*] =0

t—o00

y como p —n > 0, entonces se cumple la CT. Veamos ahora k**.

ﬁf(lfa) -1
) -G
n+p n+p
n+p

) = aA( - )za(n—l—p)

FrE™) = ad(k) Y =a4

En las cercanias de k**,

Pl ) = f ) = (4 ) —alntp) = (L—a)n+ (5 —ap) >0

V ke
= v (t) = v (0) ell—a)n+(6—ap)]t

Aplicamos este resultado en la CT, para una vecindad de £**:

lim [’l}oe[(l_a)n+(5_04p)}t X kf**] 7£ 0

t—oo

pues la potencia de la exponencial es positiva; por tanto, se viola la CT. Asi, la tnica
trayectoria posible para el sistema dindmico es aquella que pasa por (k*,c¢*). O

C. 2. Modelo AK de Rebelo.

Probamos el siguiente resultado:
PROPOSICION C.2. La economia descrita en la seccién 1.11.1, verifica la siguiente igualdad:

Co

AV TR 7 )

=0
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Demostracion. Retomemos el problema de optimizacién en el modelo de Rebelo: Las familias
maximizan la siguiente funcién de bienestar social:

o) 1-60
U= / e*(p*”)tc—dt
; 1-0

sujetas a la restriccion presupuestaria:

k=fk)—c—(n+0)k

y la condicién de transversalidad (CT) es:

lim [v (t) - k(t)] =0

t—o0

donde v (t) es el “multiplicador lagrangiano dindmico” o variable de coestado. El Hamilto-
niano de nuestro problema es

H()=ulc) e ™ 4y

1-6
T 1-6
Las Condiciones de Primer Orden son:

H () et Ly [f (k) —c—(n+9)k]

H.=0
Hk = —V
De la ecuacién
Hk = —V
tenemos
—=v [A= (n+9)]
Luego,
v(t) = voe~ (A=t

Aplicamos este resultado en la CT:

lim [v (t) - k(t)]=0

t—o0

lim [voe_(A_"_‘s)t k()] =0

t—o0
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Si normalizamos vy = 1, se tiene

tlim [e*(Afnfa)t k()] =0
En este punto necesitamos hacer uso de la forma funcional concreta de k(). Retomemos
que

¢ 1
S=45A=0-p)

y sustituyendo en:

k=fk)—c—(n+0)k=Ak—c— (n+0)k

tenemos

Co loA_Ss_ Co o
k(t) = (A=0=p)t 4 | L. (A—n—5)t
D=t n—o-ta—-9" T Uao-sa-o-n)°

que también podemos escribir como sigue:

c(t) o A—n—0d)t
k(t) = —l—{k— :|~€( n=9)
(A=n—08)—3(A=d—-p) [ (A-n—-0)—§(A=5-)p)
entonces:
( ef(A—nfé)t_COe%(A*‘S*P)t
(A—n—8)—1(A—3-p)
tlim [e’(A’”"S)t k)] = tlim '
C A—n—o
|+ b - e
e (A—n—d)t Coe%(A—é—p)t
= lim T
t=o | (A=n—0)—5(A—0—p)
. Co A—n—5)t
+11m{[k:— }-62( )}
oo || (A=—n—10)— (A —=5—)p)
Esto es,

li —(A—n—0d)t | EB] =0 li ko — o . 2(A—n—=o)t
i e R | e Y ]

53En realidad, no es necesario asumir valores especificos para vy, puesto que los términos que nos interesan
son los que dependen del tiempo:

Jim {voe’(A’""s)Vk(t)} =g lim [e*@“*n*ﬁ)t : k(t)} ~0

pero tomaremos vy = 1 como simplificacion.
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puesto que

1
A—n—9d)t | Coeg(A—é—p)t

_ Co lim [e—(A—n—é)t . eB(A=d=p)t

(A=n—0)— §(A=5—p) =

—(
lim ¢

% |[(A=n—0)— 3 (A=3-7)

donde®

lim [e’(A’""s)t] =0; lim [e%(A"S’p)t] = 00.

t—o00 t—o0

Luego,

I —(A-n=0)t 1 (1] = 1i o — ‘o ce2A-n=ot L _
Jim [e O =l o~ G —1a=s=p] ¢

Por tanto, la tnica forma de que se verifique la condicién de transversalidad, es que

[’““_ <A—n—6>—coé<A—6—p>] -

2(A—n—0)t

puesto que A —n —§ > 0 (por lo cual el término e siempre es positivo)®®. [

5 Estamos haciendo uso de que: A —n —§ > 0. Este resultado se obtiene de la condicién requerida para
que converja la integral de bienestar social:

o] 1-6
U / -t E
) 1-6

Obsérvese que un primer requisito para que la utilidad esté acotada, es que p > n. Sabemos que el consumo
en todo tiempo viene dado por:

c(t) = cpeet

0

luego ¢! ¢ = c(lfee"’c(l_e)t. Sustituyendo en la funcién de bienestar:

b C170 1 b
U=lim [ e ™' —dt=—— lim { ;7% / e~ lP—n=7.(1=0)]t g4
b—oo Jo 1-6 1—0b-c0 0

Véase que en este punto la acotacién de la utilidad se dard siempre que p —n > 7.(1 —6). Pero v, =
(A—6—p) /0, asi que:
1

0

Describimos la obtencién de esta desigualdad en el siguiente pie de pagina.
% Con més detalle:

(A=d—n) (A-=d—p)>0

p—n>7.(1-0)

pon>"0 a5y

6
1 0
p=n>g(A=0-p)—5(A=-5-p)
1
p=—n>5(A=0-p)—(A=d-p)
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